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Capitulo 0

Preface

A mecanica quantica de Heisenberg e Schrédinger é, junto com a teoria da relatividade de Eins-
tein, a teoria mais fundamental da fisica. Essas teorias concernam a fisica inteira, da fisica do
estado sdlido a fisica dos particulas elementares. De certa maneira, a mecanica quantica e a
teoria da relatividade podem ser consideradas como meta-teorias, pois cada teoria ou modelo
que trata de um qualquer sistema ou fendmeno especifico tem uma interpretacao classica ou
quantica, respectivamente relativista. Sistemas altamente excitados sao normalmente bem des-
critos pelas leis da mecénica cldssica, mas em baixas energias observe-se experimentalmente um
comportamento totalmente diferente, incompativel com as leis classicas e, frequentemente, com
o entendimento saudével.

Nao obstante, a mecanica quantica entrou no mundo cotidiano. Sistemas quanticos fraca-
mente excitados precisam de menos energia para funcionar e frequentemente sao pequenos e
compactaveis. Eles sdo menos sujeito a ruido ou o ruido pode ser controlado. Eles sao mani-
pulaveis exibindo dinamicas, como interferéncia quantica ou tunelamento, que podem ser utili-
zados para operagoes réapidas e precisas. O transistor, o laser ou a bomba nuclear sdo exemplos
de dispositivos escapando qualquer interpretacao classica. O computador quéantico pode ser a
préxima etapa.

Apesar do fato que nao existe nenhuma observacao experimental contradizendo a a mecanica
quantica, muitas perguntas ficam ainda sem resposta. Por exemplo, nao sabemos como incorpo-
rar o fendomeno da gravitacao, e o fenomeno da coeréncia quantica na transi¢ao entre o mundo
quantico e o mundo classico ainda é muito mal entendido. Assim, 100 anos depois da sua
formulacdo a mecanica quantica ainda representa um desafio para nossa razao exercendo uma
fascinagao ininterrompida sobre cada nova geracao de fisicos.

O auditorio desse curso de Mecanica Quantica Aplicada sao alunos de varias ciéncias exatas
com véarias niveis de nocoes basicas da mecéanica quantica. Por isso, comecaremos o curso
com uma introduc¢ao nos fundamentos definindo os operadores e introduzindo os postulados da
mecanica quantica. Apresentaremos a equacao de Schrodinger e a mecénica matricial, que se
tornam representacoes equivalentes da mecanica quantica. Discutiremos também o papel de
simetrias e a representagao de grupos.

Com estes fundamentos podemos discutir varios exemplos, os mais importantes sendo o mo-
vimento linear de uma particula em baixa energia e o oscilador harmonico fracamente excitado.
Historicamente a primeira aplicacao da mecanica quantica foi o atomo de hidrogénio com o fa-
moso modelo de Bohr a qual serd dedicado uma parte importante deste curso com a discussao do
momento angular. Introduziremos também métodos matematicos de aproximacao como a teoria
de perturbacao e o método variacional. Estes métodos sdo essenciais para obter informagoes
sobre sistemas mais complexos como a estrutura eletronica de dtomos e a ligagao molecular.
Discutiremos rotacoes e vibracoes moleculares, transicoes eletronicas e propriedades elétricas e
Opticas de moléculas.

Hoje em dia, os sistemas de baixa energia mais puros sao dtomos individuais ou gases de



2 CAPITULO 0. PREFACE

atomos frios presos em potenciais localizados. Técnicas poderosas de resfriamento nés levaram
até a criacao de estados quanticos quase macroscopicos, chamados de ”condensados de Bose-
Einstein”, que serao discutidos no fim deste curso.

0.1 Organizagao do curso

A apostila foi desenvolvida para o curso Mecdnica Quantica Aplicada (SFI5774) oferecido pelo
Instituto de Fisica de Sdo Carlos (IFSC) da Universidade de Sao Paulo (USP). O curso é des-
tinado a estudantes em Fisica de pds-graduacao. A apostila é uma versao preliminar continu-
amente sujeita a correcoes e modificagoes. Notificagoes de erros e sugestoes de melhoramento
sempre sao bem-vindas. A apostila incorpora exercicios as solucoes das quais podem ser obtidas
do autor.

InformagGes e antincios a respeito do curso serao publicados na pagina web:
http://www.ifsc.usp.br/ strontium/ — > Teaching — > SFI5774

A avaliagdo do estudante sera feita baseado em provas escritas e um semindrio sobre um
tépico especial escolhido pelo estudante. No semindario o estudante apresentara um topico em 15
minutos. Ele também entregard um trabalho cientifico de 4 paginas em forma digital. Tépicos
possiveis sao:
- Condensacao de Bose-Einstein,
- Estados comprimidos - squeezed states,
- O método de Hartree-Fock,
- A aproximacao WKB,
- O método de simulagao de Monte Carlo da funcao de onda,
- A radiagao do corpo negro e sua influencia sobre os estados dos atomos,
- O efeito Zeno quantico,
- Evolugao temporal de uma particula livre descrita por um pacote de onda gaussiano,
- As equagobes de Bloch: derivacao e interpretacao,
- Atomos exéticos: o muonio,
- O salto quantico. A sua historia e observagao,
- O gato de Schrodinger,
- O atomo de hélio,
- A hipétese de Einstein-Podolski-Rosen e a sua falsificagdo experimental,
- Elitzur and Vaidman bomb testing problem,
- O efeito de Aharonov-Bohm,
- O modelo de Jaynes-Cummings,
- Ruido quantico de projecao,
- O efeito Stark quadratico e dinamico,
- Medida quantica de nao-demolicao,
- Calculo de efeito fotoelétrico a partir da regra de ouro de Fermi,
- O método de combinacao de orbitais atémicos (LCAO).

0.2 Literatura recomendada

P.W. Atkins e R.S. Friedman, Molecular Quantum Mechanics (Oxford University 1997, 2001)
LN. Levine, Quantum Chemistry, (Boston, Allyn and Bacon, 1983)
C. Cohen-Tannoudji, B. Diu, F. Laloe, Quantum mechanics, vol. 1, (Wiley Interscience)



Capitulo 1

Fundacao da mecanica quantica

1.1 Antecedentes historicos

A ideia fundamental da mecanica quantica é a suposicao da existéncia de entidades que, che-
gando a um limite, ndao podem mais ser subdivididas. Exemplos sdo a massa de um corpo, a
velocidade de um elétron orbitando um atomo ou a intensidade de um feixe de luz. Essa ideia foi
pronunciada pela primeira vez por Leucipo 500 anos a.c. e seu aluno Demadcrito, que imaginaram
a matéria feita de particulas minimas que eles chamaram de dtomos. Estes atomos se movem
livremente, colidem, combinam-se e separam-se: "Ha nada mais do que atomos e espago li-
vre.” Os dtomos microscopicos teriam as mesmas caracteristicas como os objetos macroscépicos
que eles formam quando se combinam, por exemplo a cor e a forma. A ideia do atomo ressurgiu
e foi afinado no decorrer do século 18 (vide Tab. 1.1 abaixo). Hoje sabemos que a ideia basica

era bom, més a realidade é um pouco mais complicado 1.

Tabela 1.1: Esboco historico da quantizacao da matéria

500 a.c. | Demécrito invencao do atomo

1800 Avogadro, Dalton reinven¢ao do atomo

1897 Thomson transporte de cargas, modelo de passas num bolo
1909 Rutherford, Geiger, Marsden | espalhamento «, concentracao da carga num nicleo
1911 Rutherford modelo planetario

1900 Bohr orbitais quantizados

1923 de Broglie matéria tem caracteristicas de ondas

1927 Davisson, Germer, Stern experiéncias de difracao de elétrons e atomos

No final do século 19 o mundo fisico do parecia simples: a matéria e a luz era tudo que
existia. A matéria é constituida de dtomos e luz é uma onda. Portanto, para descrever um
sistema real, s6 basta calcular as trajetérias das suas particulas elementares, a propagacgao da
luz e a maneira como eles interagem. Sabemos agora que a vida nao é tao simples, e que os
adtomos também sao ondas e luz também se comporta como particulas.

Friccoes entre as nocoes antigas é observagoes novas apareceram no fim do século 19, como
por exemplo a divergéncia infravermelha da radiagdo do corpo negro. O pioneiro das novas
ideias foi Max Planck, que em 1905, com uma pequena ajuda de Einstein quantizou o campo
eletromagnético, e portanto a luz, em pequenos osciladores harmonicos. Isso foi o ponto de
partida do desenvolvimento de uma nova teoria chamada de mecanica quantica. Logo essa teoria
foi aplicada para explicar o efeito fotoelétrico. A segunda etapa importante foi inicializada por
Niels Bohr que quantizou em 1913 o 4tomo de hidrogénio em niveis de excitacao discretos.

!Para uma discussdo mais extensa do conceito atémico vide a apostila do curso Fisica atémica e molecular do
mesmo autor.
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Nesse curso de mecanica quantica aplicada concentraremos na matéria, isto é, aplicar essa
teoria em elétrons, &tomos e moléculas. S6 daremos uma pequena perspectiva para a quantizacao
da luz 2.

Tabela 1.2: Esboco historico da quantizacdo da luz

1801 Young luz ¢ difratada como uma onda

1860 Maxwell | teoria unificada da eletrodinamica incluindo a luz

1888 Hertz deteccao de ondas radio

~ 1890 medidas precisas do espectro de radiacao do corpo negro
1900 Planck hipotese dos quantas: E = hv

1905 Einstein | efeito foto elétrico, a luz se comporta como uma particula

No seguinte, em vez de seguir o curso histérico, introduziremos primeiramente o formalismo
da mecanica quantica e discutiremos depois, como interpretar e aplicar o formalismo.

1.1.1 Relagao de dispersao e equacao de Schrodinger

Um problema fundamental é a questao da propagacao de entidades fisicas. Temos de um lado a
luz, cuja propagagao no vécuo é descrita pela relagao de dispersao w = ck ou

Wk =0. (1.1)

Como a luz é uma onda, na forma mais geral, supondo a validade do principio de superposicao,
ela pode ser descrita por um pacote de onda, A(r,t) = [ ei(k'r*‘”t)a(k)d‘g’k. E f4cil verificar que
a equacgdo de onda, ,
%A—CQVQA: 0, (1.2)
reproduz a relagao de dispersao.
Do outro lado, temos particulas massivas lentas possuindo energia cinética,

p=2 (1.3)

Com a hipdtese do de Broglie que mesmo uma particula massiva tem qualidade de onda podemos
tentar um ansatz 3 de equacdo de onda satisfazendo a relacdo de dispersao (1.3). A partir da
formula de Planck, F = hw, e da formula de Louis de Broglie, p = hk, descrevendo a particula
por um pacote de ondas nio sujeito & forcas exteriores ¢ (r,t) = [e'&T“Dy(k)d3k, é facil
verificar que a equacao,

o R,

reproduz a relagao de dispersdo. Se a particula é sujeito a um potencial, sua energia total é
E =p?/2m + V(r,t). Esta relacdo de dispersao corresponde & famosa equacio de Schridinger,

0 h?

2Para quantizacio de campos escalares ou vetoriais vide as apostilas dos cursos Optica Atémica e Interagdo
de luz com matéria do mesmo autor.
3Chute, hipétese de trabalho.
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1.1.2 Particulas relativisticas e equagao de Klein-Gordon

Apesar das similaridades entre particulas de luz e particulas de material, existem diferencias
notaveis: O féton é uma particula relativistica, nao tem massa de repouso. Como podemos
estabelecer uma relacao entre objetos tao diferentes?

Para esclarecer essa relacao consideramos agora particulas que sao similares a luz no sentido
que tem velocidades altas, isto é, particulas relativisticas. A partir do principio relativistico de
equivaléncia entre massa e energia, obtemos para uma particula massiva E2 = m2c* +¢?p? ou 4

Wolpr=""0 (1.6)

Essa relacao de dispersao é obtida a partir da equacao,

82 - 2.4
@A—CVA:— h2

A, (1.7)

inserindo, por exemplo, o pacote de ondas ja proposto A(r,t) = [ etkr=wt) g (k)d®k, que nao é
sujeito a forcas externas. A equagao (1.7) é uma equacao de onda chamada equacao de Klein-
Gordon. Para particulas sem massa de repouso, como no caso de fétons, a equacao se reduz a
equagao de onda luminosa (1.2).

Agora fazendo a transicao para velocidades nao-relativisticas, v < ¢, podemos expandir a
relagao de dispersao,

, ) V2 L, h2k?2
E=vm2ct+AEm22 =me” 1+ — + .. ou hw~me +—. (1.8)
2¢? 2m

Em analogia com a equacao de Klein-Gordon podemos derivar a relagao de dispersao aproximada
(1.8) & partir de uma equagao de ondas,

2
ihaatA = <m02 — 2hmv2> A. (1.9)

Com a transformacao 1 = e—ime?t/ " A, redescobrimos a equacdo de Schrodinger (1.4),

0 h?
th—y=——A 1.10
50 = T AV (1.10)

como limite nao-relativistico da equacao de Klein-Gordon.
E interessante notar que, em todos os casos discutidos, obviamente as relacoes de dispersao

e as equagoes diferenciais podem ser interconvertidas pelas substituigoes,

E — ihgt e p— —ihV. (1.11)

Discutiremos esta observacao mais tarde na discussao do teorema de Ehrenfest nas Secs. 1.1.6,
1.1.7e 1.4.3.

4Usando a notacdo covariante com pu = (E/c,p): pupt = m2c? é uma invariante de Lorentz.
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1.1.3 Interpretacao de Born

A primeira parte deste curso sera dedicada a particulas individuais ou sistemas de particulas mas-
stvas distinguiveis, e somente tornaremos nossa atencao para a luz ou particulas indistinguiveis
ao discutir a (segunda) quantiza¢ao de campos.

Segundo nossa convicgao atual, a verdade completa (negligenciando efeitos relativisticos)
sobre um qualquer sistema é conteido na equacao de Schrodinger (1.5). Essa declaragao nao
nés deixe mais esperto sem precisar a significacao da funcdao de onda 1. Numa tentativa de casar
os conceitos de particula e de onda, Maxr Born propds no ano 1926 a interpretacao da grandeza

/ () Pd’r (1.12)
1%
como probabilidade de encontrar a particula no volume V.

Se |4 (r,t)|? tem a significacdo de uma densidade de probabilidade ou distribuicdo de proba-
bilidade, o quadrado da fungdo de onda deve ser integravel,

[, )2 = /RS b, )27 < o0 . (1.13)

Isso nés permite de proceder a uma normalizacao da funcao de onda,

b(r,t) = pir. Y , (1.14)
Vs [0, 1) 2P

tal que [[&(r, 0)] = 1.

1.1.4 Equacao de continuidade

Em mecanica quantica associamos a funcao de onda que descreve um sistema quantico a uma
onda de probabilidade. Como a equacao de Schrodinger descreve uma evolugdo temporal, para
ser 1util, a fungdo de onda deve permitir fluxos de probabilidade. Definimos a densidade de
probabilidade e o fluxo de probabilidade por

ple,t) = 97 (1,000, ) (1.15)
3(r0) = 5 [ (0 V(1) = (e, )V ()]

Partindo da equagao de Schrodinger podemos facilmente derivar a equacdo de continuidade (vide
Exc. ),

ou na forma integral,

d
—— pd?’r—/ v-jd%—j{ j-ds, (1.17)
dt Jy 1% Y%

usando a lei de Gauss. Sendo I = fsj -dS a corrente de probabilidade que flui através da
superficie S delimitando a carga de probabilidade QQ = fV p(r,t)d3r, obtemos

—-Q=1. (1.18)

A equagao da continuidade é obviamente similar daquela do electromagnetismo.
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1.1.5 Distribuicoes no espaco e no momento

Até agora s6 falamos de distribuigoes espaciais, 1(r,t). Més também poderfamos considerar
distribuicoes de velocidade ou de momento. Em mecanica cldssica, uma particula tem uma
posicao e uma velocidade bem definida. Sabendo a posicdo e a velocidade, as equagoes de
Newton permitem predizer as coordenadas em tempos futuros. Vamos agora investigar, se a
equagao de Schrodinger permite isso também.

A solugao mais geral da equacdo de Schrodinger pode ser escrita como superposicdo de ondas
planas e!™k=9t) com frequéncias w = p? /2hm e vetores de onda k = p/h. Cada onda plana tem
uma amplitude individual ¢(p), tal que

0l.0) = i [ Epep)e™ ) = [@pippieiEm 1
com h = 2mh. No tempo t = 0, essa expansao é nada mais do que uma transformacao de Fourier,
vlr,0) = i [ Epep)e, (1.20)

que podemos inverter,
o(p) = h31/2 /d3r¢(r, 0)e Tk (1.21)

Na auséncia de forcas a distribuicdo de momento fica estacionaria. Podemos agora utilizar
a distribuicdo de momento (p) como coeficientes da expansao da funcao de onda temporal
¥ (r,t), como mostrado acima. Assim, a expansao representa uma solucao geral da equagao de
Schrédinger dependente do tempo. A grandeza |o(p)|? é a densidade de probabilidade no espaco
de momento.

Exemplo 1 (Normalizac¢do da funcdo de onda no espagco de momento): E ficil
mostrar que a densidade de probabilidade no espago de momento também é normalizada:

/|L,9(p)\2d3p: },% /dgp/dS/I"’lQ*(I‘)(iir'k/(137‘/'@(1‘/)(27”/‘1(
= /d37‘/dijT‘/"llL'*(r)’@L’(r/)(2%)3 /d:jke,ik(r*r,)
= / dr / d3r'p* (e)(r) 3 (r — 1) = / l(r)|2d®r =1,

sabendo que a transformada de Fourier de uma onda plana é nada mais do que a distribuicao

de Dirac.
Como as distribuicoes de probabilidade |(r)|? e |p(p)|? sdo interligadas por transformacao
de Fourier, j& sabemos que nao podemos localizar ® as duas simultaneamente. Se uma delas esté

bem localizada, a outra é necessariamente deslocalizada. Faz o Exc. 1.5.1.2.

1.1.6 Valores esperados

Ja vimos que as distribuicoes posicdo e momento de uma particula sao repartidas. Calculamos
os valores médios dessas distribuigdes, denotados por (r) e (p), como primeiros momentos das
respectivas distribuicoes:

() = / S Py e (p)= / plo(p,t)p (1.22)

®Localizar: Restringir indefinidamente a drea da distribuicéo.
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Usando as expansoes (1.19) e (1.20) podemos calcular,
0= [ e @pe@ts = [ e [ i)

= 35 / P*(r) / o(p)pe T KdpdPr
-l / ¥ ()hv / o (p)e "k pd®r = / (1) BV ()P

Este calculo mostra, que o valor esperado do momento pode ser exprimido através de um ope-
rador p = (h/i)V agindo sobre a fungao de onda ®7
Mais geralmente, podemos calcular o valor esperado de uma fungao em r e p

(ep)) = [ w1 p)t) (1.23)
No entanto, é importante notar, que os operadores e P nao necessariamente comutam.

Exemplo 2 (Nao-comutacao do espago e do momento): Considerando um movimento
unidimensional, verificamos,

h d h h d
PP = ——x) = <Y +17—r1)7£ T——x = TP .
7

i dx 1 dx 1 dx

1.1.7 Evolugao temporal de valores esperados

Consideramos agora a evolugao temporal da posi¢ao de uma particula. Utilizaremos no seguinte
a regra de integracao parcial [, V& = §, & — [, V& = — [,(Vy)€, assumindo que pelo
menos uma das fungoes, 1 ou &, desaparece na borda do volume, o que pode ser garantido
escolhendo o volume suficientemente grande. Para comecar concentraremos na componente x
da posigao, a derivada temporal da qual é calculada usando a equacao de continuidade (1.16),

d d
dt(a:):/d?’rdth/}\%:—/d?'r ij:—/dS-jx+/d3rj.vx=/d3rjx, (1.24)

Generalizando para trés dimensoes podemos escrever
jt(mr) :m/d37'3 = m/d3 w Vi) — pVh*| (1.25)
=3 [ @rtvrpvvpe) = / dr B = (6)

desde que o valor esperado de p é uma grandeza real.
Agora definimos o abreviacgao:
. K2
=——+V(r,t), (1.26)

2m

5Daqui para frente o chapel sobre uma grandeza fisica denotara operadores quanticos.

"Notamos aqui, que as regras (¢|2|1)) ¢ (9| — 2V, |¢) e (V|2Ve[Y)) <> (¢|p|¢) derivadas da transformagao
de Fourler s8o uteis para simulagdes numéricas da equagao de Schrodlnger Em vez calcular a derivada espacial
(EV) da fungdes de onda, faz uma Fast Fourier Transform (FFT) para o espago de momento, multiplique com

k2
p e transforme de volta.
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chamada de operador de Hamilton ou hamiltoniano e calculamos a segunda derivada da posi¢ao
usando a equagao de Schrodinger (1.4),

G = [ (%) po v vwrphie] = i [dr v s - piw = j(f5) . (120

)

introduzindo o comutador [a,b] = ab — ba como abreviagao. Depois,

(F.8) = 4780 = § [ aror [Phvo— 49 ve)] == [@roruv = (8). 29

St

Em resumo, encontramos uma lei
(F) = W(mf} , (1.29)
muito parecido a lei de Newton, mas em vez de se aplicar a corpusculos localizados, a lei se
aplica a valores esperados de distribuigoes de probabilidade. Leis similares podem ser derivadas
para o momento angular e a conservagao de energia.
A observacao feita por Paul Ehrenfest, que na mecanica quantica os valores médios seguem
as mesmas leis da mecénica classica se chama teorema de Ehrenfest.

1.2 Postulados da mecanica quantica

Nesta secao introduziremos os fundamentos e principais métodos da mecénica quéntica. Apren-
deremos o que sao observaveis e conheceremos os postulados que estabelecem a fundacao da
mecanica quéantica e o famoso principio da incerteza de Heisenberg.

1.2.1 Principio de superposicao (Postulado 1.)

Um sistema fisico pode se encontrar em varios estados. Por exemplo, uma particula pode ser em
repouso ou em movimento, um atomo pode ser excitado ou deexcitado. Na mecanica quantica,
cada estado possivel é descrito por uma funcao de onda 1. As fungoes de ondas podem ser fungoes
de varios tipos de coordenadas, por exemplo da posicao ¥ = 1(r), do momento 1) = ¢(p) ou da
energia ¢ = 1)(F). A escolha das coordenadas se chama representagao.

Uma particularidade de sistemas quanticos é que eles podem estar em uma superposicao de
estados. Isto é, se 11,19, ..., sdo estados possiveis com amplitudes ci, automaticamente a
funcao

=) i (1.30)
K

é um estado possivel também. Isso se chama principio de superposicao, e significa, por exemplo,
que uma particula pode estar simultaneamente em varios lugares ou que um atomo pode estar
no mesmo tempo excitado ou deexcitado.

Existem sistemas que s6 podem existir num numero restrito de estados, como o atomo de
dois niveis. Outros podem existir num nudmero infinito de estados ou mesmo numa distribuicao
continua de estados.

1.2.2 Interpretacao da funcao de onda (Postulado 2.)

A funcao de estado (ou funcao de onda) caracteriza um sistema do qual podemos calcular
varias propriedades. A funcéo pode adotar valores complexas destituidos de interpretacao fisica
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imediata. De fato, a funcao de onda é sobretudo um construto matematico. Por outro lado, a
norma [¢|? tem a significagio de uma probabilidade do sistema de estar no estado 1. Isso é a
famosa interpretagdo de Max Born da fungao de onda (vide Sec. 1.1.3).

Se Y com k= 1,2,... sao todos os estados possiveis de um sistema, a interpretagdo como
probabilidade requer

S =1 (1.31)
k

Analogicamente, para uma distribuicdo continua, por exemplo na representacao espacial,
oo
/ [(z)|?de =1 . (1.32)
—00

Isto é, a probabilidade precisa de normalizacdo.

1.2.3 Notagao bra-ket de Dirac e representagcao com vetores

Para distinguir em formulas mais facilmente as amplitudes (que sdo ntimeros complexos) e as
funcGes de onda utilizaremos desde agora a notagao Bra-Ket introduzida por Paul Dirac. As
funcoes sao representadas por kets,

W) = cxlk) . (1.33)
k
As transposicoes complexas destes estados sao representados por bras,

(Wl =)t =" cilkl . (1.34)
k

Mas a notagao tem outras vantagens. Por exemplo, supondo que conhecemos os trés estados
possiveis de um sistema, |1), |2) e |3), que sdo linearmente independentes. Entao podemos definir
os estados como vetores:

1 0 0
=10 . 12=[1 . 13y=1[o] . (1.35)
0 0 1

Esses trés estados podem ser interpretados como uma base de um espaco vetorial representando
o sistema. Agora, cada funcao de onda pode ser expandida nesta base e exprimida por um vetor.
Um estado ket arbitrario deste sistema sera entao

1
)= e | - (1.36)
c3
O estado bra correspondente sera
(| = (c’{ c c§) . (1.37)

Agora podemos facilmente calcular a probabilidade para um sistema de estar num estado

),

C1
)P = (W) = (] & c5)- |2 | = e’ +eal® +[es] - (1.38)
C3
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1.2.4 Observaveis (Postulado 3.)

O tnico jeito de achar informagoes sobre um sistema consiste em medir os valores de grandezas
caracteristicas do sistema, p.ex., a energia ou o momento linear. Na mecanica classica aprende-
mos, que um sistema pode ser completamente caracterizado por um conjunto de grandezas fisicas
mensuraveis. Por exemplo, o movimento de um corpo rigido de massa m e momento inercial I
¢é definido por sua posicao r, seu momento p e seu momento angular L. Na mecanica quantica
descrevemos grandezas fisicas observaveis por operadores agindo sobre o espaco de Hilbert das
funcoes de onda, por exemplo, [1)) — Pli), onde p seria o operador do momento linear. Para
distinguir melhor as observaveis, colocamos um chapéu no simbolo. Veremos mais para frente
(vide Sec. 1.3.5) que cada sistema quéntico é completamente descrito por um conjunto completo
de observaveis.

Para achar os valores atuais a,, de uma qualquer observavel A numa situagao especifica dada
por uma funcao de onda ) precisamos resolver uma equacao de autovalores,

Alp) = apl) . (1.39)

Podemos reescrever a equagao como a,; = <2/)|A|¢> Os valores a, sao numeros reais, se a
observavel é hermitiana, isto é,

A=A" = ay=aj. (1.40)

Deixamos a prova desta afirmacao para o Exc.

Assim, postulamos a substituigao das varidveis dinamicas caracterizando um sistema cléssico
por objetos abstratos chamado operadores. Esses operadores podem ser entendidos como pres-
crigoes matematicas, p.ex., operadores diferenciais, agindo sobre um estado do sistema. O valor
esperado de um qualquer operador A caracterizando um sistema num estado [V) é ay = </1)¢ =
(| AJp) ) (1h|1)). Tais operadores sao especificos para um sistema mas independentes do seu es-
tado. As varidveis dinamicas para um estado especifico sdo obtidas como autovalores de um
vetor de estado na varidvel respectiva. A evolucao temporal ou dos operadores ou dos estados é

governada por equacdes de movimento (vide Sec. 1.4) &.

1.2.5 Representacao de operadores como matrizes

Do mesmo jeito como ja representamos funcoes de ondas por vetores podemos também repre-
sentar operadores por matrizes,

A= iag (il = ay )= GldL) .| . (1.41)
ij : :
Para extrair componentes de uma matriz fazemos, (z|fl| j), por exemplo,

1Ay=(1 0 .)-A-|0]| =a. (1.42)

8Note que existem tentativas teéricas de generalizar o conceito de observéveis para operadores nao-hermitianos
[3, 4] s6 exibindo simetria PT.
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Projetores sao operadores particulares definidos por,

R 0 : 0
P.=k)kl=1.. 1 .| . (1.43)
0 : 0

3

O valor esperado de um projetor, (Py) = (1| Pp|)) = |(k|1)|?, é nada mais do que a probabilidade
de encontrar um sistema no estado |¢) no estado particular, pois expandindo como feito na
(1.33),

(Be) = cmen(mlk)(kln) = eyl . (1.44)

Utilizando o formalismo de matrizes podemos definir outros operadores interessantes e veri-
ficar os seus propriedades,

mai=(g o) -« pe=(g ) (1.45)
me= (g )= .« pa=(] o=

Os operadores de subida e descida, oF, também se chamam matrizes de Pauli, pois foram
introduzidas por Wolfgang Pauli. O vetor

g=|ic™—o") (1.46)

é chamado wvetor de Bloch ?1°. O valor esperado do vetor de Bloch tem um comprimento fixo

(vide Exc. ).
A representacao de grandezas fisicas por matrizes permite a descricdo de estados de super-
posicao quantica. O objetivo do Exc. ¢é de ilustrar isto no exemplo de uma particula

passando por uma fenda dupla.

1.2.6 Principio de correspondéncia (Postulado 4.)

Operadores nao necessariamente comutam. J& verificamos na Sec. 1.1.6, que em uma dimensao
os operadores posicao e momento nao comutam. Podemos generalizar para trés dimensoes,

o que é facilmente verificado substituindo os operadores por Ty = x € P = %V e deixando os
comutadores agir sobre uma funcao de onda ¥ (x).

Inversamente, a mecanica quantica segue da mecanica cldssica com a prescricao ', A(qx, pi, t)
A(qk, pr, t) = A. Deixando a menor quanta de energia possivel, h — 0, o comutador desaparece,
o espectro de energia torna-se continuo e recuperamos a mecanica classica.

90 vetor de Bloch é muito utilizado na descricdo da interacio de um sistema de dois niveis com um campo de
luz (vide a apostila do curso Interagdo de luz com matéria do mesmo autor).
chrodinger inventou a mecanica das ondas quando derivou a sua equacao de ondas a partir da relacao
%0 Schréd t i d do d de ond tir da rel
de dispersao para particulas massivas. O Heisenberg inventou a mecénica (detalhada nas tltimas se¢des) que ele
chamou de mecanica das matrizes. Mais tarde ele mostrou a equivaléncia formal das duas teorias.
" Considerando o ordem de Weyl.
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1.2.7 Equacao de Schriodinger e medidas quéanticas (Postulado 5.)

A evolugao temporal é dada pela equagao de Schrédinger

0 ~
ih1t) = ) (1.48)

Um sistema fechado, desconectado do resto do mundo (chamaremos desde agora o resto do
mundo de reservatorio) nao é sujeito & dissipagao, isto é, ndo perde energia para o reservatério.
Um tal sistema é sempre descrito por um hamiltoniano hermitiano. Infelizmente, este sistema
também nao permite vazamento de informacao, isto é, ndo podemos medir o sistema. Isso se
reflete no fato que a equacao de Schrodinger nao permite descrever o processo de uma medida
quantica. Pois antes da medida o sistema pode ser em varios estados ou mesmo uma superposicao
de estados, enquanto depois da medida sabemos exatamente o estado. Isso equivale & uma
reducao de entropia, que nao é permitida num sistema fechado.

O famoso postulado de von Neumann de reducdo do estado ou de projecao da func¢ao de onda
formulado pelo John von Neumann descreve o processo de uma medida quantica em duas etapas
distintas 2. Numa primeira fase o aparelho de medida projeta o operador medido A numa base
de autovetores. Isto é, se a medida é compativel com o operador '3, obtemos uma distribuicao
de amplitudes de probabilidade dos resultados,

(A) = (Y[AJ) = (WA enlk) =D aper(vlk) =D aplexl* (1.49)
k k k

com (Y|1) = >, |ag|* = 1. Por isso, podemos entender |(k|¢)|* como a probabilidade do sistema,
de estar no autoestado |k) 4.

Na segunda fase, o medidor vai ler o aparelho de medida e notar o resultado. Se o estado
é estaciondario, ele nunca vai mudar mais. Isto é, cada medida subsequente vai dar o mesmo
resultado. O Exc. ilustra o processo da medida quéantica no exemplo da medida da
energia de excitagao de um atomo de dois niveis.

1.2.8 O gato de Schrodinger

Uma das areas de investigacOes mais interessantes é a interface entre os mundos classicos e
quanticos, macroscépicos e microscopicos. Para os pioneiros da mecanica quantica a questao
mais importante era do tipo: ”Como ¢é possivel que uma particula microscépica voa simultanea-
mente através de duas aberturas?”’. Hoje em dia, nds acostumamos com este fato simplesmente
aceitando de considerar particulas como ondas. Mas ainda nao entendemos muito bem ”Porque
o mundo classico é tao diferente do mundo quantico?”, ”"Porque a mecanica quantica permite
superposicoes quanticas de estados classicamente proibidas?”, ”Porque as leis fundamentais da
mecanica quantica sdo invariaveis a respeito da flecha do tempo, enquanto o mundo macroscépico
sempre vai do passado para a futuro?”, ” Como pode ser que na mecanica quantica permite efeitos
sem causa como a emissao espontanea, enquanto o mundo cotidiano parece ser determinado?”
Em algum limite, a mecanica quantica deve abranger a fisica classica. Mas apesar do teorema
de correspondéncia de Ehrenfest, esse fato é longe de ser trivial. Algumas previsdes da fisica
classica e da fisica quantica sao fundamentalmente diferentes e, em alguns casos, contraditorias.

12Simplificacdo para um estado puro.

13Para entender o significado de compativel devemos estabelecer uma, teoria de medicio mais completa incluindo
o reservatorio na descricao quantica.

4 Alternativamente, A — 3, |k) (k| A|k) (k|.
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y!

Figura 1.1: Fenda dupla.

Os estados do gato de Schrodinger sao o epitome desse fato: Em uma versao do famoso paradoxo,
uma particula atravessa uma fenda dupla. Por tras de uma das fendas é um detector. Se ele
registra uma particula, um aparelho matando um gato esta acionado. Sabemos que, na realidade
quantica a particula atravessa as duas fendas em um estado de superposicao, tal que o gato
deveria ser num estado de superposicao também. Na mecéanica quantica os gatos podem estar
em uma superposicao de "morto”e ”vivo”.

Acreditamos hoje que as respostas das perguntas acima sao, de alguma maneira escondidas
nos processos que decoerem os gatos de Schrodinger na transicdo do mundo microscépico até
o mundo macroscopico. Na pesquisa moderna, isso é uma das motivacoes para tentar criar
em laboratérios os maiores (quase macroscopicos) sistemas quanticos possiveis, colocar-lhes em
estado de gato de Schrodinger e estudar a sua decoeréncia.

reservatorio observador

medicao
informacao

&)+

Figura 1.2: A medida de um sistema quéntica pressupde a interacao do sistema com um reser-
vatorio perturbando a sua dinamica.

1.2.9 Equacao estacionaria de Schrodinger

A forma geral da equagado de Schrédinger em uma dimensao é

HY(t,x) = ihaatlll(t, x), (1.50)
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com H = % +V(z,t)ep= —iﬁa%. Se o potencial é independente do tempo, V(z,t) = V(z),
podemos fazer o seguinte ansatz, V(z,t) = ¢ (z)f(t). Inserindo na equacdo de Schriodinger,

obtemos, L
1 h* d ih d B
(@) <—2mdx2 + V(JC)) P(z) = m%f(t) = const. = E . (1.51)

A solugao da parte direita da equagao é ifi(In f — In fy) = E(t — ). Portanto,
f(t) = f(0)e BUt)/b (1.52)

Obviamente, |¥(z,t)|? = |¢(z)|?.
Agora podemos ver que a equacao de Schrédinger estacionaria,

Hy(x) = Ey(x) , (1.53)

é nada mais do que uma equacgao de autovalores. Isso significa que a mecanica de ondas do
Schrodinger é equivalente & mecanica dos matrizes do Heisenberg. Os Excs. e
pedem primeiros calculos de autovalores e autovetores para sistemas de dois niveis.

1.3 Formalismo abstrato da mecanica quantica

O desenvolvimento formal da mecanica quantica serd o assunto dessa se¢ao. Aprenderemos como
achar um conjunto completo de observaveis caracterizando um sistema, discutiremos o papel das
simetrias na mecanica quantica e mostraremos como mudar entre varias representacoes de um
mesmo sistema.

1.3.1 Algebra de Lie

Os operadores formam uma dlgebra de Lie £2. Isso significa que £2 é no mesmo tempo um
espaco vetorial complexo e linear a respeito da adicao e multiplicacao escalar e um anel nao-
comutativo com produto interno escalar. Em particular, £2 é unitédrio, normalizado, completo e
age sobre um espaco de Hilbert de estados quanticos e,

(A+ B)Jg) = Alp) + Blw), (1.54)
(ad)[p) = a(Aly))
(AB)|¢) = A(BJ4)) -
As propriedades do espaco Hilbert sao
Al + @) = Alp) + Alg) (1.55)
Alay) = aAly) .

Para um operador hermitiano, A = Af, temos (1p|A|yp) = (Ap[y) ou (A) = (Y|Ajy) = (A)*,

utilizando a notagao bra-ket de Dirac,

@' = ly) . (1.56)

Existem operadores de identidade e de nulidade,

)y =1ly) e Oly)=0. (1.57)
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Definimos o (anti-)comutador como
A Bl = AB+BA . (1.58)

que pode ser # 0. A soma e o produto de dois operadores hermitianos sao hermitianos, porque

~ ~ A A

(A+Bit=AT+B"=A44+B e (AB)'=B'AT=BA. (1.59)

As seguintes relagoes sdo sempre hermitianos,

AB+BA e i(AB—BA). (1.60)
Definimos o produto escalar como,
{¥le) - (1.61)
Dois estados s@o chamados ortogonais, se (1)|p) = 0. A norma é escrita,
[ = ()2, (1.62)
o desvio é,
AA = \/(A2) — (A)2 . (1.63)

Um operador unitario é definido por A1 = At

1.3.2 Bases completas

Se é impossivel achar um conjunto de amplitudes c,,

o} tal que ch|n> =0, (1.64)

as fungoes sao chamadas de linearmente independentes. Um conjunto de funcgoes linearmente
independentes pode formar uma base. O espago aberto por um conjunto de fungoes linearmente
independentes se chama espaco de Hilbert.

Um operador A¢ completamente caracterizado por seus autovalores é autofuncoes. Se um
conjunto de autofungodes |n) é completa, cada estado permitido do sistema pode ser expandido
nessas autofungoes A

W)= ealn) e Aln) =au|n) . (1.65)
n

Para calcular propriedades de um sistema especifico, frequentemente queremos achar uma
representagao matricial para o operador A. Para isso, resolvemos a equagao de Schrodinger
estacionaria, isto é, calculamos os autovalores e autovetores. Quando todos os autovalores sao
diferentes, a, # an,, sabemos que os autovetores correspondentes sao ortogonais, (n|m) = 0,

Aln) =apln) ,  Am)=anm) ,  Y{n,m} an # am (1.66)

= Y{n,m} (njm) = 6mn .

O Exc. pede para demonstrar isso.
Frequentemente, por exemplo, no caso de uma particula confinada num potencial, existem

autovalores discretos (para E < 0) simultaneamente com autovalores continuos (para E > 0).
Assumindo (m|m/) = 6y s, (mlk) =0 e (k|k’) = §(k — k'), com uma base completa,

> " m)(m| + /d3k|k> k=1, (1.67)
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um vetor arbitrario pode ser expandido numa base ortogonal,

) = 3 I tmtu) + [ % )il (169
Isso também vale para observaveis,

A= "|m)(m|Aln)(n| + /d3kd3z k) (k| A1) , (1.69)

m,n

e fungoes de observaveis,

FA) =) Im) f((m|An))(n| +/d3kd31 1)/ (K[ A1) - (1.70)

m,n

1.3.3 Degenerescéncia

Os autovetores formam uma base natural para o espago Hilbert. No entanto, um problema surge
em caso de degenerescéncia, isto é, quando alguns autovalores sao iguais, a,, = a,,. Nesse caso
os autovetores que correspondem aos autovalores degenerados nao sado completamente definidos,
e temos que construir uma base verificando que todos autovetores construidos sao ortogonais.
Para isso, existe o método de ortogonalizacao de Schmidt, que funciona assim: Supomos que ja
resolvemos a equacio de autovalores e que encontramos um autovalor degenerado, A|az) = alag)
para cada k = 1,..,gx, onde g é o grau da degenerescéncia. Também achamos uma base
completa de autovalores |a,,), mas que nao é ortogonal, isto é, (a,|a,) # 0 para todos os n,m.
A tarefa consiste em construir outra base |by,) satisfazendo (by,|bn) = 6 m.

O primeiro vetor da base ortogonal pode ser escolhido livremente, p.ex.

|b1) = |a1) - (1.71)

Como a base {|ax)} é suposta completa, o segundo vetor e necessariamente uma combinagao
linear dos vetores |ag), isto é, |ba) = |az) +A|b1). Com a condigao (by|b2) = 0 = (b1|az) + A(b1|b1)
podemos determinar o A, e obtemos para o segundo vetor

bl\a2>
(bafbr) -

—~

‘bg) = \a2> — |bl> (172)

Do mesmo jeito podemos, calcular para um terceiro vetor, |bs) = |as) + u|b1) +v|b2), as condigoes

(b1]b3) = 0 = (b1]az) + pu{b1|b1) e (b2|b3) = 0 = (b2]az) + v(ba|b2) e obter

(b1]az) (b2]az)

‘b3> = ‘a3> - ’bl> <b1’b1> <b2’b2> .

— |b2)

(1.73)

Uma maneira geral de escrever ¢,

_ 1) (01| |ba) (b2
‘bk> = (1 — <61’b1> — <b2‘b2> — > ]ak> . (174)

No Exc. praticamos a ortogonalizacdo de um conjunto de trés vetores linearmente inde-
pendentes mas nao ortogonais, e no achamos uma base ortogonal para um sistema de
trés niveis parcialmente degenerado.
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1.3.4 Bases como operadores unitarios

Uma maneira de formular o problema de autovalores é a seguinte: Seja |n) uma base ortonormal
com os autovalores respectivos a, de um operador A:

Aln) = apln)  com  (njm) = Gy - (1.75)
Construimos as matrizes,
al 0
U=(1) 12) ) e FE=[0 a . (1.76)

(1] (1) (1)2)
ut = [ {2 e Ulv=|QL) (22) =1, (1.77)
Portanto,
v'v=1 = vUvlvvt=iv! = Ul=Uu"! (1.78)
vlv=1 = vuvvlvv'=viv! = uvUt=1.

Também vale,

Aln)=Eln) e AU=UE. (1.79)

Isto é, conhecendo a matriz unitaria (ou de transformacao) U, podemos resolver o problema dos
autovalores simplesmente por E=U1AU.

Note, que isso nao vale para uma base nao ortonormal. Nesse caso, precisamos fazer uma
ortogonalizacao de Schmidt e utilizar a condicao det U = 1. Usamos a técnica detalhada nesta
secao para resolver os Excs. e

1.3.5 Sistema completa de operadores comutandos

Mesmo quando um sistema ¢é simples, podemos fazer vérios tipos de perguntas (medidas). Consi-
derando, por exemplo, uma particula voando livremente no espago, podemos procurar a posicao
ou a velocidade dela. Seja a o resultado de uma medida da observavel A, isto é, a = (| Alt),).
Devido & medida sabemos que o sistema estd no estado |1),). Imediatamente depois dessa pri-
meira medida, fazemos uma outra medida de uma outra observavel B dando (1hg|Bltg). O
resultado desta medida s6 pode dar um autoestado b = (1hq|B|1,), se os comutadores comutam,
[A B] = 0. Ou seja, se dois operadores A e B comutam e se [¢)) é um autovetor de A, entio
B|w> também é um autovetor de A com o mesmo autovalor:

[Av B] =0 ) a = <”¢\AW> (1'80)
= ABlY)) =a(Bly)) e (YBY)ER.

Além disso, observamos que, se dois operadores comutam, a base ortonormal construida
para um dos operadores também é ortonormal para o outro. Ou seja, se dois operadores A e B
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comutam e se [11) e o) sdo dois autovetores de A com diferentes autovalores, o elemento de
matriz (Y1|Blie) € igual a zero:

[A,B]=0 ,  ax=(ulAly) parak=12 (1.81)
— (1] Blya) = 0.

—

Finalmente afirmamos que, se dois operadores AeB comutam, podemos construir uma base
ortonormal {|1ap)} com autovetores comuns a A e B:
[A,B]=0 (1.82)

— 3 {|Yap)} talque  APbap) =altas) e Bltas) = blthas) -

As demonstragoes das afirmacoes (1.80) to (1.82) sao feitas no Exc. 1.5.3.6.

A fato que operadores comutandos tém um sistema comum de autovetores autorizando au-
tovalores afiados pode ser utilizado para a construcao e caracterizagao de um estado.

Exemplo 3 (Medi¢cao do momento em diregcbes ortogonais): Por exemplo, as solugoes
obvias das equacgoes de autovalores,

Palp,) = ?VWJM = pzltp,) € ﬁuwpy> :py|wpy>

sao as ondas planas €=/ ¢ ¢iPv¥/" Portanto, o estado total da particula pode ser descrito
por

|’(/)p1':py:pz> = |’@/)p\u> wpg> = e(’li/ﬁ)(pa-w—kp?,y)f(z) .

No entanto, essas autofuncoes sao infinitivamente degeneradas, pois o momento linear na
direcdo z nao estd especificado. O terceiro operador p,|¢)) = p.|1)) comuta com os outros,

[ﬁkaﬁm} - 6k,m .

Portanto,
— o(#/A) (Pzr+pyy+p-2)

)

me Dy Pz )

é um estado possivel do sistema.

7’ A 52 .
Por outro lado, se nés escolhemos p? = —h2§7 como terceiro operador, dando autovalores
p?, o estado teria sido
N\ _ (i/h)(pezt+pPyy) pzz 5\ = p(i/R)(Paz+Pyy) Gipy P=Z
[Vp,.p,p2) =€ »#TPuY) cos Bz ou |y, pp2) =€ TPV gin P22 (1.83)

Portanto, existem duas solugdes com os mesmos autovalores, p,, py, p2. Para levantar essa
degenerescéncia, precisamos introduzir mais uma observavel. Essa observavel pode ser, por
exemplo, a paridade ]5, isto é, o comportamento da funcao de onda sobre espelhamento
z — —z no plano z-y. O fato, que os CCOC p,, p,, p. de um lado, e ps, py, P, P do
outro lado sao equivalentes mostra, que o niimero necessario de observaveis para um CCOC
depende da escolha judiciosa deles.

Também, o niimero necessério para um conjunto completo de operadores comutandos (CCOC)
depende do nimero de graus de liberdade é da simetria do sistema. No caso da particula livre em
uma dimensao basta considerar uma observavel s, por exemplo X ou P. Em trés dimensdes, ja
precisamos pelo menos trés observaveis comutandos. No Exc. 1.5.3.7 tentamos achar um CCOC
para uma matriz com autovalores parcialmente degenerados.
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1.3.6 Relacao de incerteza

Ja aprendemos que observaveis que nao comutam nao podem ser medidas com precisao arbitra-
ria. Esse principio pode ser quantificado da seguinte maneira: Sejam A e B duas observéaveis.
Entao, o o

AAAB > %|([A, B))| . (1.84)

Isso é a famosa relacao de incerteza de Heisenberg (vide Exc. 1.5.3.9). Por exemplo, [p, | =
—ih, e portanto ApAx > h/2. Veremos mais tarde (vide Sec. 4.1.1) que [ﬁm, ﬁy] = ihL, tal que
Al Al > h(l.)/2. Mais dificil mostrar, pois o tempo nao tem operador simples, ¢ AEAt > h/2.
No Exc. provamos a inigualdade de Schwartz, e no Exc. pedimos uma derivacao
formal do principio da incerteza de Heisenberg.

1.3.7 Simetrias na mecanica quantica

J& vimos na Sec. 1.3.4 que, alem das observaveis, existe uma outra categoria de operadores
que nao corresponde a grandezas fisicas mensuraveis, mas é muito util no formalismo quantico.
Esses sao os operadores de transformacao unitdaria. Nesta se¢ao conheceremos alguns exemplos
interessantes.

1.3.7.1 Operador de translagao temporal

A evolugao temporal de um sistema é descrito pela equagao de Schrédinger cuja solugao formal
pode ser pronunciada da maneira seguinte,

[(t)) = e TP |(0)) (1.85)

Com isso podemos definir um operador de translagao temporal,

Us(r) = e /0 tal que  Us(r)[(t)) = [w(t + 1)) | . (1.86)

Discutiremos a evolugao temporal de maneira mais extensiva na Sec. 1.4.

1.3.7.2 Operador de translacao espacial

Antes de discutir o operador de transla¢ao precisamos derivar a seguinte regra de cdlculo com
comutadores, o que sera feito no Exc.

[A,[A, B]] + ... . (1.87)

Agora aplicamos essa formula para os dois operadores P ¢ R relacionados pela regra de
comutagao,
[P,R] = —ih . (1.88)

Obtemos

e(/MaP fe(=i/MaP _ 4 [(i/R)aP, R] + %[(i/h)aﬁ, al+..=R+a. (1.89)

Isto é, o operador Uy.(a) = e(=i/MaP fa, uma translacio espacial do operador de posicdo. O
operador é unitario,

Utr(a)fl = Utr(a)T 5 (190)
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e forma um grupo desde que Uy (a)U(b) = Ugr(a + b). Resumindo o impacto do operador de
translacao sobre os operadores do espago,

Ul ()RUp(a)=R+a , Ul (a)PUp(a) =P, (1.91)

onde a segunda relacao é 6bvia.
Para demonstrar como ele age num estado, vamos calcular,

Re=/MaP|py — /Ml (R4 q)|r) = (r + @)Wy (1.92)
Portanto,
Upr(a)|ry = e/MaP|py = |r 4 a) | . (1.93)
Finalmente, comparando a expansao do operador de translacao
il i ~ 1 (aP)?
o z/ﬁ)aP|T> — (1 — ﬁap_ =) + ) Ir) (1.94)
com a expansao de Taylor do estado translado,
d o &
obtemos 5 d
Plry = —=—|r) . 1.96
) =—21r) (1.96)
1.3.7.3 Operador de rotacao
Calculamos,
~ n
e*” :Z(O&:!) r=r+dxr+3zax(@xr)+. (1.97)
=&,(64 1)+ &4 Xrsina— &, x (&, xr)cosa , (1.98)
como pode ser mostrado no Exc. . Definimos o operador de rotagao por,
UL(@RU(@) = e™r ,  Un(@)|r) = [e¥1)|. (1.99)

Para derivar a forma explicita do operador de rotagao, consideramos duas rotagoes em torno
do mesmo eixo @ = A&, + \2é,, tal que

Urt()\léa)Urt()\Qéa) = Urt()\léa + )\2éa) . (1100)

Calculando a derivada desta equacao por A; e colocando depois A\; = 0, temos,

(A8, X (A, &, d(Ay + A
dU, ;())\\16 ) UTt()\2ea) _ du, tc(i)\)l\e + Xgé ) ( 1+ 2) (1‘101)
1 A1=0 (A1 + A2) A1=0 dAy A1=0
d\18, - dU,¢(A2€4)
VU, = T2
= o |y, VA X

L dUy(heéa)

Can Dy
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onde definimos o operador do momento angular L = ih Vs rt(/g) s A solucao da tltima
=

equacao é,

Uy (@) = e 7/Ma | (1.102)

A forma explicita de L segue a partir da sua aplicagdo num estado |r). Comparando a expansao
do operador (1.102), '
Urt(a)|r) = (1 —L-a+ ) |r) (1.103)

com a expansao de Taylor do estado

ey =r+axr+..)=|r)+(@xr) Vilr)+ ..., (1.104)
achamos
Llr) = ~2r x V,|r) = # x P|r) = —P x #[r) , (1.105)
isto é,
L=RxP=PxR. (1.106)

Portanto, a observavel L é o momento angular orbital da particula produzindo as rotacoes.
1.3.7.4 Transformacao de Galilei
A transformacdo de Galilei é definida por,

Tyr=r+vt e 1Typ=p+mv. (1.107)

Vale Ty,Ty, = Ty, +v,- Procuramos o operador desta transformacao a partir das suas acoes
sobre estados de posicao e de momento. Para a posicao temos,

Ug(v)|r) = W |r 4+ vit) = ew(r)e(*i/h)p"’t]r) = e(*i/h)p"’tew(ﬁ)m . (1.108)

O fator de fase ¢“(*) ¢ necessdrio para poder descrever simultaneamente o impacto sobre o
momento,

Ug(v)|p) = Ug(v)e(_i/h)ﬁ'vm|p +mv) = e(_i/h)ls"’tew(ﬁ)e(_i/h)ﬁ'vm|p +mv) . (1.109)

Para este estado pertencer ao autovalor p + mv, os prefatores nio devem depender de R, tal
que,

e(R)= 1R -vm . (1.110)
Inserindo na Eq. (1.108) obtemos,
Ua(v) = e(—i/h)P-vte(i/h)f{-v — (Fi/MvG | (1.111)
Com o comutador de P e R derivamos,
[G-a,G-b]=0, (1.112)
e com isso,
UG‘(Vl)Ug(Vg) = UG(Vl + Vg) . (1113)

A observével ihVy,Ug(v)|y—o = G = Pt = Rm define (para t = 0) o operador de posicio através
da transformagao de Galilei.
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1.3.7.5 Teorema de Noether

As leis fundamentais da fisica frequentemente sao exprimidas como simetrias. O conhecimento
das simetrias permite a caracterizagao de um sistema e do seu comportamento sem a necessidade
de conhecer os seus detalhes. Muitas vezes podemos deduzir a equacao diferencial do movimento
a partir das simetrias. As simetrias fundamentais definem as leis fundamentais da fisica. Seguinte
o teorema de Noether cada simetria corresponde a uma grandeza conservada, isto é, invariavel
para todos os tempos. Ou seja, a invariancia de um sistema para transformacao de simetria
representa uma lei de conservacdo. Por exemplo, a homogeneidade do espago corresponde a
conservacao do momento linear.
Uma transformacdao de simetria é definida por

) — Uly) e Q—UQU'. (1.114)

Portanto, para achar uma lei de conservacao, isto é, uma observavel invaridvel (também cha-
mada de constante do movimento) devemos verificar que a observavel e as fungdes de onda
transformadas satisfazem simultaneamente as mesmas equagoes fundamentais (isto é, a equagao
de Schrédinger ou a equagao de Heisenberg) como a observavel e as fungoes de onda originais.
Por exemplo, se a func¢ao de onda |¢) satisfaz a equagdo de Schrédinger, a funcao de onda U |4))
deve fazer isso também,

HUW) = zh U]w> = h—]l@ + th ]1/1> = zh ]1/1) + UHW) (1.115)
Por consequéncia, obtemos a relacao,
[H,U] = ihU . (1.116)

Exemplo 4 (Observdveis conservadas): Um operador B que comuta com o hamiltoniano
nao depende explicitamente de tempo,

ih—(B) = ([B, H]) . (1.117)
isto €, ele é conservado. Para ver isso fazemos o seguinte calculo,

BR)) (1.118)

Py + 7h<U|B\2 )+ ih{v

d .
ﬁla@‘b‘B‘iw = <1/)

= (GIHTBl) + 0 + (| BIHY) = ({[B, H]J4) .

1.3.7.6 Leis de conservagao

e A homogeneidade temporal significa invariancia a respeito de uma translagdo no tempo,
isto é, & respeito da transformacao unitaria temporal

U(7) = [9(r) ($(0)] = e/MET. (1.119)
Como 4 € e/MET — = 0, isso significa [e(i/ WET ,E[ ] =0, o que implica & conservagao de energia
[E, H] = 0. Tsso ser4 verificado no Exc. 1.5.3.12.
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Exemplo 5 (Homogeneidade do tempo): Imaginamos a seguinte experiéncia mental ou
Gedankenexperiment: Consideramos dois corpos atraentes que se afastam um do outro até
chegar no perihelo. Neste momento, antes que os corpos se aproximam de volta, mudamos
as leis, por exemplo, modificando a forga da atracao. Quando os corpos chegam no ponto
inicial a energia total nao é nula. Por isso, a conservacao da energia indica que as leis sao
invariaveis.

e Homogeneidade do espaco significa invariancia para translagdo espacial, isto é, 4 respeito
da transformacao unitdria translacional

U(a) = |r + a)(r| = e¥/MPa (1.120)

Isso é equivalente & conservagao de momento [p, H] = 0.

Exemplo 6 (Homogeneidade do espago): O teorema de Ehrenfest diz que [p, H] =

fiﬁ‘?)g . Portanto, o comutador nao é nulo quando tem um potencial, H= p?/2m + V(#).
Isso é obvio, pois o potencial introduz uma inomogeneidade de energia para uma particula
interagindo com o potencial. No entanto, isso nao significa que o espaco mesmo é inomogéneo,
pois para verificar a invariancia translacional do espago devemos deslocar o sistema inteiro,
isto é, a particula junto com o potencial. Por exemplo, se o potencial é gerado por uma outra
particula devemos considerar o hamiltoniano H = p?/2my + P3/2ma + V(£1 — £2).

e [sotropia espacial significa invariancia para rotagao, isto é, & respeito da transformacao
unitaria rotacional A
U(p) = el"/WLe (1.121)
Isso é equivalente & conservacao do momento angular [f;, H ]=0.

Exemplo 7 (Isotropia do espago): Imaginamos agora que as forcas de atragao de dois
corpos nao sao iguais. Isto é, contrario a terceira lei de Newton o corpo A atrai o corpo B
mais do que o corpo B atrai o corpo A. Nesse caso depois de um tempo os dois corpos tém
momentos diferentes.

e O Galilei boost demanda invariancia de Galilei & respeito da transformacao |r + vt,p +
mv)(r, p|, isto é, a independéncia da velocidade v do sistema inercial.

Além das transformagoes de simetrias continuas existem transformacoes discretas. As sime-
trias discretas sao importantes na fisica das particulas elementares.
e A conservacao da paridade significa invariancia & reflexdo espacial: r — —r.

A transformacao de paridade é definida pelo espalhamento da fungdo de onda num ponto do
espago, por exemplo z = 0, R
Plp(z)) = [9(—=)) . (1.122)
com
P2=p. (1.123)
Falamos de paridade par, quando Ply(z)) = |¢(z)) e de paridade émpar, quando Py (z)) =
—|¢(z)). Vide 1.5.3.13.

e A conservacao da carga significa invariancia & respeito das transformacoes de calibre.
e O reverso do tempo, t — —t significa invariancia & respeito da seta temporal.

As transformacoes podem ser combinadas. Por exemplo, achamos hoje em dia que todas leis
sao invariaveis a respeito da transformagao CPT, isto é, a combinacao de conjugacdo da carga,
1mversao da paridade e transformacao 6.
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1.3.8 Representacoes
1.3.8.1 Representagao espacial

O espaco de Hilbert pode ser discreto ou continuo como no caso do momento de uma particula
livre. Neste caso, os autovalores sao distribuidas continuamente, pois a equagao

—ihV, ¢ (r) = py(r) , (1.124)

tem solugoes para cada valor de E. As autofungoes sao 1 (r) = ae®r/h A Eq. (1.124) claramente
tem a forma de uma equacao de autovalores para a qual ja introduzimos o formalismo matricial
de Heisenberg. A pergunta agora é, como estas descri¢oes se combinam.

Observaveis que nao comutam correspondem & expansoes em diferentes bases é geram re-

presentacoes alternativas. Por exemplo, podemos representar a mecanica quantica em espaco de
posi¢ao ou em espaco de momento linear. Se |r) é uma base do espago de estados da particula,

Rlr)=rfr) @)= 1) | /Rs|r>(r|d3r:1, (1.125)

podemos expandir um vetor de estado numa base de posicao como

i) = [ | ot (1.126)

As grandezas (r|¢(t)) = ¥(t,r) sao as fungoes de onda de Schrodinger. Também podemos dizer
que as fungdes de onda sao as coordenadas do estado na base particular |r). Por consequéncia

(r|R|r') =183 (r — 1) (1.127)
(EFRIY) = F)5(E — ) (1.128)

Também vale

(1.129)

wldl) = [ A r)ar

R3

onde a grandeza A(r,r’) = (r|A|r') e chamada kernel do operador. A transicio & partir da
mecanica abstrata de Heisenberg até a mecanica de ondas de Schrédinger é feito pelas substi-
tuigoes |Y(t)) — ¥(t,r) e A — A(r,r').

1.3.8.2 Representacao de momento

A relacao de incerteza é simétrica em 7 e p. Nada nés impede escolher como base

Pp)=plp) , (®PIp)=380-p) . /PS p)(pld’p =1, (1.130)

com as fungoes de onda

(1)) = /R3 Ip)e(p, t)d’p (1.131)

onde (p|Y(t)) = o(t,p). As formulas sao andlogas & representagao espacial. Em particular na
representacao de momento o operador de posicao é r = ihV,.
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As representagoes seguem uma da outra por transformacao de by Fourier. Desde —iiV,(r|p) =
p(r|p), sabemos

(r|p) = 35 exp(jr-p) |, (1.132)

onde o prefator h~3/2 ¢ introduzido para tomar conta das unidades dos estados . ¢ e ¢ sdo
representagoes diferentes do mesmo estado quantico relacionadas por

o) = [ GO = s [ P e d =) (1139)
plo(e) = [ IO =g [ TP = (e

Ou usando o vetor de onda hk = p,
R - Sy G T (1.134)
R3 R3

definindo a funcio p(k) = h*/%p(p). Aplicando a transformagio de Fourier sobre fungdes de
operadores podemos calcular,

(r|GP)) = / dp(r|G(B)[p)(p]r') = / dpG(p) (x/p)(p|r') (1.135)

- L / BpG(p)e™ ) = L(FG)(r 1) .

No Exc. mostraremos (r|P[y) = (h/i)V(r|¢), justificando assim, que podemos enten-
der um operador como uma regra determinando o que acontece com uma funcao. Por exemplo,
a regra p., diz que a funcao deve ser derivada para x.

1.4 Evolucoes temporais

1.4.1 Transformagoes unitarias

O melhor que podemos fazer para caracterizar um sistema é obviamente medir todas as ob-
servaveis. No entanto, as fungoes do estado nao sao fixadas sem ambiguidade. Pois definindo
um operador unitério, Ut = U~!, obtemos

(W|Alp) = W|UTTATTU |y) = (Up|UATT[Ty) . (1.136)

Isto é, trocando |¢) por U |t)) e no mesmo tempo A por UAU f, obtemos grandezas descrevendo
a mesma realidade fisica, isto é, os autovalores ficam inalterados. Isso nés permite escolher a
melhor representacdo matemadtica para um problema especifico. Como exemplo, aplicaremos a
transformacao unitaria temporal para resolver a dinamica de um sistema de dois niveis acoplados
no Exc.

5Note que as unidades das fungdes de onda sio definidas por normalizagao: (r'|r
a parentese [...] para extrair a unidade de uma grandeza fisica, constatamos, [|r)]

r) = 6*(r — r’). Introduzindo
[¢(p)] = [p~*/?]. Nao atribuimos unidade para o estado abstrato [¢), ou seja, [[¢)] =

[ ()] = [T‘?’/Q} (lp)] =
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1.4.2 Imagens de Heisenberg e de Schrodinger

Um exemplo importante sao as imagens de Heisenberg e de Schrédinger.
Consideramos um hamiltoniano estacionario,

= H(Ps,Rs) com —Pg=—Rg=0. (1.137)

Isto é, as observdveis do sistema AS(PS,RS, t) sé podem depender ezplicitamente do tempo,
mas nao através dos operadores PS e RS,

d - A o - : 9Ag 2 OAg O .
LAt P - %3 p,2as 945 _ 9 A.0) . 1.1
g s o, is) = 5o As(t) + Pogp + Rs g - = 51 4s(1) (1.138)

Nesse caso a solugao formal da equagao de Schrédinger,

thlws( )) = Hlys(1)) (1.139)

pode ser escrita,
s () = e Mg (0)) = U (1)]1hs(0)) - (1.140)

Isto é, a dinaAmica temporal é completamente dentro das fun¢des de ondas. Os operadores Pg e
Ry sdo estaciondrios. Isso se chama a mmagem de Schréodinger.

Do outro lado sabemos jd, que transformacoes unitdarias ndo mudam a fisica do sistema.
Portanto, o sistema descrito por

¥s(t)) — U0 [ws() = [vm)  com  Ag(t) — U@) As()U(1) = Au(t)  (1.141)

é equivalente. Nessa imagem de Heisenberg as funcoes de onda sao independentes do tempo,

i) = S 14s(0)) =0 (1142

Maés os operadores dependem im- e explicitamente do tempo,

d ; d (roob i g avt . . cowd o adU L OAg(E) -
- - = T - = T = )
“An(t) = 2 (00T As)0(1)) = - As()0 @) + U As()Z + U0 =520 0)
(1.143)
_ Lt AT (6 + T ()T Ae 1 0As(t) iy _ iy 40 9An()
FHU () ASU(t)+U()AshHU()+U 5 U() = z[H, Ag]+ — .
O Exc. pede para calcular %PH e %RH e no Exc. usaremos a imagem de Heisen-

berg para derivar as equagoes do movimento de uma particula confinada num potencial.

Os teoremas podem ser generalizados para hamiltonianos dependentes do tempo, H (t) =
Hy + V(t) Uma imagem frequentemente utilizada é a imagem de interacio ' méas nao vamos
aprofundar aqui (vide Sec. 5.3).

16Vide a apostila do curso Interacdo de luz com matéria do mesmo autor.
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1.4.3 Teorema de Ehrenfest

As observéaveis na imagem de Heisenberg seguem as mesmas equagoes de movimento como as

grandezas classicas correspondentes. Esse principio de correspondéncia se chama teorema de

FEhrenfest. Por exemplo, quando trabalhamos com varidveis de posi¢ao e de momento [, k] = i
©p2 ey A

e H = 5-k*+V(Z) obtemos

. SH A SH
t,H| = ih p, H] = —ih— 1.144
I:x’ ] ¢ (S]:A) € [p’ ] ¢ 5£‘ Y ( )
e utilizando a equacao de Heisenberg,
. oH . O0H
T = p = — . 1.145
T T T (1.145)
Demonstraremos isso no Exc. para o caso de um potencial harmonico.

A equagao do movimento para os valores esperados das observéaveis na imagem de Schrodinger
adota a forma

9 (4s) = (Dl Ashb) + (612.Asl) + (6] A1) (1.146)
= o (As) + S([H, Ag])

Os valores esperados se comportam como observaveis de Heisenberg na Eq. (1.143), isto é,
seguem as leis da mecanica de Hamilton e de Newton.
O resultado importante agora é que as equagoes que governam os valores esperados das ob-
servaveis sao iguais nas duas imagens, pois da imagem de Heisenberg obtemos com a Eq. (1.143),
d 0 i
—(Ap) = —(A —([H,A .
S (An) = o (An) + 1 ([, An))

1.4.3.1 Generalizagao do comutador

Para operadores lineares satisfazendo [A, B] = i podemos dar a seguinte relacao: [A, F(A, B)] =

’

B Isso pode ser verificado facilmente por uma expansao de Taylor de F(A, B) por Bem
torno de B = 0. Uma consequéncia imediata de [p, 7] = —ih é
SF (7
b, F(7)] = —ih 5@ . (1.147)
7

A observavel do momento nao é definido singularmente pela relacdo de comutagado, por-
que cada operador transformado unitariamente satisfaz a relacao também. Podemos expandir
um momento unitariamente equivalente como p = UpU+t = eFpe=F(") = p 4 i[F(r), p] +
H[F(r), [F(r),p]] + ... usando a relagao (1.87).

1.5 Exercicios

1.5.1 Antecedentes histéricos
1.5.1.1 Ex: Conservagao da probabilidade

Demonstre a conservacao local da probabilidade através das definicoes das densidades de pro-
babilidade, p(r,t), e de corrente j(r,t).



1.5. EXERCICIOS 29

1.5.1.2 Ex: Teorema de Fourier

A distribuicao espacial de uma particula seja dada por uma funcao gaussiana com a largura Ax.
Calcule a distribuicao de momento e a sua largura Ap. Sé considere uma dimensao espacial.
Mostre AxAp = h utilizando a definicao rms para as larguras.

1.5.2 Postulados da mecanica quantica
1.5.2.1 Ex: Realidade dos autovalores

Demonstre que os autovalores de uma observavel sao reais.

1.5.2.2 Ex: Vetor de Bloch

Calcule o valor esperado do comprimento do vetor de Bloch.

1.5.2.3 Ex: Superposicao quantica

Discute como matrizes podem descrever a criacao de estados de superposi¢ao no exemplo de
uma particula passando por uma fenda dupla. Identifique as fendas com os estados (1| = (1 0)
e (2| = (0 1) e constréi uma observavel para a posi¢ao da particula. Como esta observéavel
deve se comportar no é limite classico.

1.5.24 Ex: Medida quantica

Explique a ideia da medida quantica no exemplo de uma medida da energia de excitacao de um
atomo de dois niveis.

1.5.2.5 Ex: Atomo de dois niveis

Considere um atomo de dois niveis. O hamiltoniano é dado por,

- 0 O
H = .
<O hcdo)
Usando a equacao de Schrodinger estacionaria, calcule autovalores e autovetores.

1.5.2.6 Ex: Molécula de amonia

Considere os dois estados |1) e |2) da molécula de aménia esquematizados na figura. Suponha
que eles estao ortonormalizados, (i|j) = d;;, € que apenas esses dois estados sejam acessiveis ao
sistema, de forma que podemos descrevé-lo usando a base formada por |1) e |2). Nessa base o
hamiltoniano H do sistema é dado por

-Ey Ey )
a. Se inicialmente o sistema estiver no estado |1), ele permanecera nesse estado em um instante

posterior? E se estiver no estado [2)?
b. Obtenha os autovalores E; e Er e os respectivos autovetores |I) e |II) de H, expressando os
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em termos de [1) e |2).
¢. Qual a probabilidade de medirmos uma energia E; no estado seguinte

) = L=11) — 2J2) .

d. Baseado no resultado acima, podemos prever pelo menos uma frequéncia de emissao de
radiacao eletromagnética possivel para uma amostra de amonia. Qual é essa frequéncia?

Figura 1.3: Os dois estados da molécula de amonia.

1.5.3 Formalismo abstrato da mecanica quantica
1.5.3.1 Ex: Ortogonalidade

Demonstre que dois autovetores de um operador hermitiano associados a dois autovalores dife-
rentes sao ortogonais.

1.5.3.2 Ex: Ortonormalizacao

Ortonormalize a base (a1] = (1 =1 0), (a2|=(0 1 0), {ag|=(0 1 1).

1.5.3.3 Ex: Base ortonormal

Construe uma base ortonormal para o seguinte operador descrevendo um sistema de trés niveis
parcialmente degenerados

111
A=1(1 11
1 11

1.5.34 Ex: Equacao de autovalores

1 —i

Calcule a matriz unitdria U transformando o hamiltoniano H = (2 1) para a a matriz

diagonal F = UTHU.

1.5.3.5 Ex: Autovalores e autovetores
111

Acha os autovalores e -vetores do operador A = |1 1 1] e constréi a matriz unitaria trans-
111

formando este operador numa matriz diagonal.



1.5. EXERCICIOS 31

1.5.3.6 Ex: Operadores comutandos

a. Demonstre que, se dois operadores A e B comutam e se |1)) é um autovetor de A, E\z@
também é um autovetor de A com o mesmo autovalor.

b. Demonstre que, se dois operadores A e B comutam e se |1)1) e [1hy) sdo dois autovetores de
A com diferentes autovalores, o elemento de matriz (11|B|i)2) é igual a zero.

c. Demonstre que, se dois operadores AeB comutam, podemos construir uma base ortonormal
com autovetores comuns a A e B.

1.5.3.7 Ex: Autovalores

1
0] para 0 < p < 2.
1

oxT O

1
a. Acha os autovalores e os autovetores do operador A=10
1

b. Escreve a matriz unitaria U que satisfaz a auto-equacao: AU = UE 4, onde E4 é a matriz
que tem todos autovalores de A na diagonal.

c. Agora considere o caso = 0. Acha um CCOC conjunto completo de operadores comutandos.
Isto é, calcule as componentes de um segundo operador B comutando com A em funcao das
suas autovalores A1, Ao e A3, e verifique [A, B] =0.

1.5.3.8 Ex: Inigualdade de Schwartz

Demonstre a inigualdade de Schwartz |(u|v)[? < (u|u)(v|v).

1.5.3.9 Ex: Principio da incerteza de Heisenberg

Desenvolva a derivagao formal do principio da incerteza de Heisenberg.

1.5.3.10 Ex: Calculo com comutadores

Derive a regra (1.87) por uma expansao de Taylor do operador

1.5.3.11 Ex: Calculo com comutadores
. o1 X )™ PURVIN ~ . ~ ~
Derive a regra e**r =) (an,) r==8&,(éy r)+ €&, xrsina —&, x (&, X r)cosa.

1.5.3.12 Ex: Constante do movimento

Mostre no exemplo da conservacao da energia utilizando a relagao (1.116), que a energia comuta
com o hamiltoniano se £ = 0.

1.5.3.13 Ex: Paridade

Demonstre que as autofuncoes do hamiltoniano H = —(h/2m)(d? /dz?)+V (x) possuem paridade
definida, isto é, a paridade é um bom numero quantico no caso em que a energia é uma funcao
par da posicao, V(z) = V(—x).
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1.5.3.14 Ex: Transformacao de Fourier

Demonstre que <r|15\1/)) = %V(rhb) escreva a equacao de Schrodinger na representacao de
posicao.

1.5.4 Evolucoes temporais

1.5.4.1 Ex: Atomo de dois niveis acoplados

Calcule a evolucao temporal de um atomo com dois niveis acoplados por um campo de luz
usando o hamiltoniano,
- 0 inQ
H = 2
(%hQ hA> ’

onde A = w — wp é a dessintonizacao entre a frequéncia da luz e a frequéncia da transicao
e ) a frequéncia de Rabi. Ajuda: Determine a matriz dos autovalores E e a transformacao
unitéria U dada por UTHU = E e utilize a solucio formal da equacio de Schrédinger: [1)(t)) =
e—th/h|¢0> _ e—iUTEUt/h|¢O> _ UTe—iEt/ﬁU|¢0> 17

1.5.4.2 Ex: Imagem de Heisenberg

Calcule %PH e %RH.

1.5.4.3 Ex: Movimento na imagem de Heisenberg

Considere o hamiltoniano H = % + 2w23%. Usando a relacdo [p, 2] = —ih calcule na imagem
de Heisenberg a equacao de movimento para as observaveis p, T e pz.

1.5.4.4 Ex: Teorema de Ehrenfest

Compare as equagoes do teorema de Ehrenfest com aquelas de Hamilton-Jacobi para uma
particula classica sujeita a um potencial independente do tempo. Discuta o limite cléssico,
isto é, quando as equagoes de Hamilton-Jacobi aproximam-se daquelas de Ehrenfest.

170 c6digo MATLAB para calcular a evolugio temporal (QA _Fundacao_Evolucao.m) se encontra na pagina web
relativo a este curso.



Capitulo 2

Movimento linear / Potenciais
separaveis

Nesse capitulo analisaremos os movimentos de translacao e de vibragao de uma particula quantica.
Daremos uma consideracao especial para o potencial retangular e o oscilador harmonico.

2.1 Movimento translacional

Em uma dimensao o hamiltoniano de uma particula livre é,

- h? d?
=———. (2.1)
2m dx?
Portanto, a solugao geral da equacgao estacionaria de Schrodinger,
Hy(x) = Ey(x) , (2.2)

[©N

Y(z) = Ae*® + Be ™ com  k=./ 2;?2]3 ) (2.3)

Note que as funcdes e”*® nio sdo quadraticamente integraveis, pois f_oooo |k |2dy = ffooo dx —

oo. Mas do outro lado, elas nao representam sistemas fisicos reais. Em pratica, precisamos
considerar pacotes de ondas ou especificar um volume finito para a particula. Note também,
que o espectro dos autovalores é continuo.

2.1.1 Bom comportamento

Para garantir a interpretacao como densidade de probabilidade exigimos integrabilidade quadratica,

/1/J|2d3r =1. (2.4)

Isso significa, que a funcao de onda nao pode ser infinita em um volume finito. Mas pode ser
infinita num volume infinitamente pequeno. Também, como a equagao de Schrodinger contem a
segunda derivada pela posicao, a funcao de onda deve ser continua e ter uma derivada continua.

2.1.2 Separagao das dimensoes

Frequentemente, um potencial 3D pode ser escrito da forma,

33
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Isso é o caso, por exemplo, para um poco retangular, com V,(x) = V,(y) = V.(2) = V,/3 dentro
do pogo e V(z,y,z) = 0 fora. Também vale para um potencial harmonico,

m
V(r)=— (wga:Q + w§y2 + wgzZ) . (2.6)
2
Nesses casos, é geralmente util fazer o seguinte ansatz para a funcdo de onda,
%b(r) = ¢x($)¢y(y)¢z(z) . (27)

Pois inserindo o ansatz na equagao de Schrédinger,

2 2 2 2
[— h ( L d) V(@) + V() + Vi) | @)y ()i (2) = B )y (s 2)

om \da? ' dy? ' d2?
(2.8)
a equacao separa em trés equacoes unidimensionais independentes,
1 4y ()
- V. = t.=F 2.9
2m b (1) + Vi (z) = cons v (2.9)

e assim para y e z. Como E = E,+ FE,+ F, pode ter o mesmo valor para diferentes combinacoes
dos F., Ey e E,, sistemas multidimensionais frequentemente sao degenerados.

2.2 Potencial retangular

2.2.1 Potencial de caixa

Vamos agora colocar a particula dentro de um pogo de potencial retangular, tal que o hamilto-
niano seja,
H= (2.10)

n? d? 0 para z€]0,L]
“omda® T Viz) com  V(z)= {oo para z ¢ [0, L]

Como as barreiras de potencial sao altas, as paredes sao duras, isto é, a particula, mesmo sendo
uma particula quantica, nao pode penetrar. A funcao de onda e os valores possiveis de energia

sao
2 . nmx n2h2mr?
P(x) = UZ sin < e E,= omI® |- (2.11)

O Exc. 2.5.2.1 pede para demonstrar o resultado (2.11) ilustrado na Fig. 2.1 1.

Obviamente o espectro dos autovalores agora é discreto. FEles podem ser enumerados por
um numero integro n chamado de numero quantico. Note que os niveis de energia nao sao
equidistantes.

. . ~ . . s . 2.2
Exemplo 8 (Energia de localizag¢do): Existe uma energia minima E; = 2hm7;2 que se

chama energia do ponto zero ou energia de localiza¢ao. Essa energia pode ser entendido como
consequéncia do principio de incerteza de Heisenberg. Podemos fazer a seguinte estimacao
grossa da energia do ponto zero. A particula é localizada com incerteza inferior & Ax < L.
Portanto, Ap > h/Axz > h/L. A energia cinética média é

2 V2 2 2 2

W) _ ) +Ap” _ Apt  h

2m 2m 2m omlL?

O fato que o valor numérico é diferente do valor calculado pela formula (2.11) vem da
geometria particular do potencial de caixa.

10O c6digo MATLAB para calcular a evolucio temporal se encontra na pégina web relativo & este curso.
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Figura 2.1: (Cédigo: QA _Movimento_SquareWell.m) Fungoes de onda e energias no pogo retan-
gular.

2.2.2 Potencial de caixa multidimensional

Num poco multidimensional pode ter degenerescéncia, se o poco € simétrico. No caso de um
pogo 2D quadrético L, = Ly, as autoenergias sao duplamente degeneradas, pois Ey,, n,
No caso de um poco 3D cubico L, = L, = L., as autoenergias sao 6 vezes degeneradas, pois
Engnyn: = Enynene = Engngnyg = Engngne = Enynen. = Engnany- Os estados e energias do
poco 2D sao calculados no Exc.

= Enyn,-

2.2.3 Potenciais com varias segoes de profundidades constantes

Para achar a funcao de onda global em potenciais com varias se¢oes de profundidades constantes,
resolvemos equagoes de Schrodinger separadamente para cada secao,

2 2
( L va> Yal(z) = Bpu(a) . (2.12)

 2m da2

A solucao geral para uma secao a com a energia potencial V, é,

Pa(x) = Age™® + Bye " || (2.13)

onde k, = %\/2m(E —V,). Se E > V,, a onda estd propagante. k, é o vetor de onda da onda
de Broglie. Se E' < V,, a onda esta evanescente. Isto é, a onda decai dentro de um comprimento
Ko = —ikg.

Se a particula é confinada, isto é, se E < V(z — +00), os possiveis niveis de energia sao
quantizadas e o espectro é discreto.

Para cada transicao entre dois secoes a = 1 e a = 2 exigimos as condigoes de contorno,

Yi(z) =ho(x) e y(x) =Yh(x) . (2.14)

. ~ o o~ ~ . .
Junto com a normalizagao, 1 = f_oo |9|2dx, esses condigoes sdo suficiente para determinar a
funcao de onda sem ambiguidade.

—~
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V(x) 2

> X

Figura 2.2: Esquema de um potencial com varias se¢oes de profundidades constantes.

2.2.4 Poco de potencial

Considere uma particula com energia E e um poco de energia potencial de profundidade finita
tal que V(z) = Vp < O para —L/2 >z > L/2 e V(x) = 0 sendo, como ilustrado no lado esquerda
da Fig. 2.3. A particula seja confinada, F < 0.

—L/2 +L/2
0 — X 0 > X
k2 k2
+—> “—>
£ K1 /\M/\ K1 Ko /vw £
Vo /A

(1) (2) ©) (1) (2)

Figura 2.3: Esquema de um pogo de potencial bilateral (esquerda) e unilateral (direito).

Os vetores de onda sao
ki =k = 2VomE =il\/2m|E| =ik1 e ko= 1\2m(E V) . (2.15)
com k1 € RT. As condi¢oes de contorno dao,
Aje=™L/2 4 B eihil/2 — p,e=ik2L/2 | B oikal/2 (2.16)
—iky Are 12 ik Bye® /2 = —iky Age 2 LI2 ik Byeh2 L2

Age®L/2 4 Be=ikal/2 — g oihL/2 4 Boo—ikiL/2

ik2A2eik2L/2 _ ik,2B2e—ik2L/2 - iklAgeilem . ilege—ileﬂ .

Para particulas confinadas, F < 0, o problema é totalmente simétrico. Além disso, a fungao de
onda deve desaparecer para r — Fo0o. Por isso, podemos simplificar,

A1 =0= B3 (S A3 = Bl . (217)

As duas primeiras equagoes (2.16) agora dao,
ByeiL/2 = pye-ikal/2 | g oikal/2 _ % (_Aze—ikgL/Q + B2€z‘k:2L/2) . (2.18)
1

Consideramos agora o quociente By/As. Usando a parte direita da equagao (2.18),

By _ e k2L /2(ky + ky) e ML (ky + iky)? (2.19)
A, eikzL/Q(kg — k1) o k% + li% . .
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Como as amplitudes sao reais, a parte imaginaria do quociente (2.19) deve desaparecer, o que é
o caso quando,

0 =TIme 2L (ky + ir1)? = 2k kg cos koL + (k3 — k3) sin koL (2.20)
2K1k52
— tanksL = ——— .
B -

Para construir graficamente os valores dos momentos ko associados aos niveis de energia
permitidos & particula introduzimos uma constante § = h/(L+/2m|Vy|). Assim,

1 2V/|E/Vol\/1 = |E/Vo| 2k1ko
tan koL = tan —/1 — |E = = . 2.21
ankol = tan g1 = |E/Vol 1 2|E/V| s (2.21)

0
-

—
S° 04 e
<
w
N
W w
-0.8 T//’—
B (S
-10 0 10
tan ko L | %
—RK7 =+ K3

Figura 2.4: (Cédigo: QA_Movimento_SquareFinite.m) Solucao grafica para um pogo de potencial
bilateral finito. As curvas pontilhadas vermelhas representam as tangentes (lado esquerda da
equagao (2.21)), as curvas sélidas verdes as hipérboles (lado direita da equagao), os circulos em
ciano sao os auto-energias. Quando 0 < E — V) < E, elas convergem para as auto-energias do
poco infinitamente profundo (cruzes pretas e linha vertical preta).

No fundo de potenciais profundos, isto é, 0 < £ — Vj < E, ou equivalente, ' ~ V), temos
ko < K1 e portanto, tan koL — 0 = koL = nw. As energias sao entao,

h? nr?

E-Vy=52m=—= 2.22
0 k3 "= o (222)

Aplicaremos as nocgoes obtidas nesta secao para o Exc.
2.3 Barreira de potencial
O momento linear de uma particula descrita por ¢ (z,t) = Ae’® e

(WIpl) = (15 ~1u) = b (223

Piv = ide'" :

Portanto, essa particula se propaga em direcdo +00. Ao contrario, a particula Be "% se propaga

em direcdo —oo. Assim, as duas solugoes (2.13) da equagao de Schrodinger (2.12) correspondem
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a ondas de particulas propagantes. Daqui para frente usaremos a letra A (B) para denotar
amplitudes de ondas propagando dire¢ao oo (—o0).

Em lugares em que o potencial muda de maneira abrupta, a particula pode ser parcialmente
refletida.

2.3.1 Matriz 7 de espalhamento

Como ja mostramos na secao anterior, podemos escrever a transformacao das amplitudes por
um degrau de potencial no lugar L como

A2eik32L + BQe*ikQL _ Aleile + Ble*ile (2.24)

ikQAQGZkZL — ikQBge_Zk2L = iklAlelle — ilele_Zle .

Podemos resumir essas duas equacoes num formalismo matricial,

A\ Ay
<BZ> _T <B> | (2.25)
com a matriz T de espalhamento para uma particula com a energia E (ver Fig. 2.2),
1 + k1 ei(kl—kz)L 1— k1 e’i(—]ﬁ—k’z)L
T=1 2 2 (2.26)

_ k1) ji(ki+k2)L ki) ji(—ki+k2)L
1 )€ 1+k2 e

o e—ik2L 1+ % 1— % eik1L 0
0 e )j\1-g 1+42)\ 0 ™)

Se existem mais zonas com profundidades diferentes, podemos concatenar as matrizes de
espalhamento. Denotando por 7T,,_,, a matriz de espalhamento descrevendo uma transicao de
um potencial da profundidade V;,, para um potencial V,, na posi¢ao Ly, n,

|
S]]

T= 7—2~>37-1~>2 . (2-27)

2.3.2 Matriz S de espalhamento

Uma outra definicao comum é a matriz S de espalhamento.

(g?) =S (ii) : (2.28)

Para ver como as matrizes de espalhamento sao interligadas comegamos com
Az A1> <711A1 + T1231)
—T — , 2.29
(Bz) <B1 To1A1 + T2 By (229)

Multiplicando a primeira linha com 732 e a segunda com —779 e adicionando elas,

TaoAs — Ti2Bo = (Ti1T22 — Ti2T21) As . (2.30)

Essa equacao resolvida por As junto com a segunda equagao (2.29) resolvida por B; dao,

<A2> _s <32> _ (7'12/7'22 Ti1 — 7'12751/7'22> <B2) (2.31)
B Ay 1/T22 —T21/T22 A) ’
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A S descreve de maneira mais adequada a causalidade do espalhamento: A amplitude Ay na
regiao (2) resulta da superposi¢ao de uma onda By sendo refletida pela barreira e de uma onda
A; sendo transmitida pela barreira. A amplitude Bj na regiao (1) resulta da superposicao de
uma onda A; sendo refletida pela barreira e de uma onda By sendo transmitida pela barreira.
Por isso, a matriz S é mais apropriada para descri¢ao da reflexdo quantica, como discutiremos
na sec¢ao seguinte. No entanto, ela tem a desvantagem de nao poder ser concatenada do mesmo
jeito como a matriz 7.

Diferentemente da matriz 7 a matriz S e unitdria, pois

det S = 811892 — S12S21 = UV (2.32)
T2z
Também é possivel mostrar,
St S5 S S 10
Sts = (it 2r) (21 1) : 2.33
O Exc. pede para calcular a transmissao e reflexdo de uma particula por uma barreira

de potencial.

2.3.3 Reflexao quantica num degrau de potencial

A reflexao quantica é uma propriedade nao classica do movimento de uma particula. Um exemplo
é a reflexdo de uma particula quéntica por um potencial atrativo. Para estudar este efeito,
17 na regido (1) propagante (E; > Vi) ao encontro de um
degrau subindo ou descendo na posigdo x = 0 para outra regiao (2). Usamos o formalismo da
matriz S introduzido na secao anterior,

consideramos uma onda plana e

1 ko — k1 2k

= 2.34
9 k1+k‘2< 2k kl’@)’ (2:34)

achamos que uma parte da onda é refletida na regiao (1), outra é transmitida na regiao (2),

1+k1/k2)?—(1—Fk1/k2)?

A2\ _ o (O _ (Tu— Ti2Ton/Ta2\ _ ( 1/2(21)+k1(/k2)1/ 2 (2.35)

By 1 —T21/T22 _1ki/ks '

1+k1/l€2

1 <2k1>
kit ke \k1— ko)

Utilizamos By = 0, pois nao entra onda pelo lado da regiao (2), e A} = 1, porque simplifica as
formulas é nao atrapalha a generalidade dos resultados. Os resultados interessantes sao:

e Mesmo com Fy < Va, a particula entra na regiao classicamente proibida: 1y(z) o e™72%
com kKo = % 2m(Va — Eb»), ou seja a transmissao é nao-nula, |As| > 0.

e Mesmo com Fs > V5, a particula tem uma probabilidade de ser refletida no degrau,
|Bl| > 0.

Exemplo 9 (Contraste de uma onda parcialmente refletida): Definindo Ky =

1 (max |¢1|? £ min [¢1|?), o contraste da funcdo de onda na regiao (1) é dado por K_ /K.

Escrevendo a funcao como 1; = e?*1% 4 Bie~ 17 é ficil mostrar

(]

_WVEi+K —-\/Ky K. _K_
B \/KYJr + K_ + \/[(+ —K_ 2](+ ’

1B, (2.36)
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Essa formula pode ser entendida como andlogo da formula de Fresnel para ondas de matéria 2.

No Exc. calcularemos o comportamento da onda de Broglie passando por um degrau
de potencial e penetrando numa regiao classicamente proibida. No Exc. estudamos um
modelo descrevendo a colisao entre particulas atrativas ou repulsivas por uma reflexao parcial
num degrau de potencial.

2.3.4 Continuidade do fluxo de probabilidade

A equagao de continuidade (1.16) requer que o fluzo de probabilidade seja preservado em situagoes

estacionarias,
dj d h L d d .,
T dr dx2mi [w <dx¢> a <daz¢ >14 ’ (2:37)

Aplicando isso para um degrau de potencial com as regides n = 1,2, achamos,

.k
anzmi[w Vi w] (2.38)
h | | | |
= 3 [ (Ane™™ + Bl (iky Aue” — ik, Boe =)
— (Ape™® 4 Bpe™ ") (—iky Ape™ " 4 ikB;eikx)}
_ Tk,

(1 Anf* = [Bal?) -

Portanto, j; = jo implica k1|A1|? — k1| B1|* = ka| A2|? — k| Ba|?. Assumindo que a particula vem
do lado 1 e By = 0, temos,
1= B> + 2[4 =R+ T, (2.39)

definindo a transmissao T e a reflexdo R como,

= 282> = 242> e R=|Snl*=[B. (2.40)

2.3.5 Tunelamento e reflexao quantica num pogo de potencial

Particulas langadas com a energia cinética E podem atravessar barreiras de potenciais Vp > F
ou ser refletidas por barreiras com Vy < E. Isso pode ser verificado considerando uma particula
propagante de x = —oo até x = +o00 através de um pogo de potencial x € [0, a]. Determinamos
a concatenacao 7 = To_37T12. Depois achamos a matriz S que corresponde & matriz T e
resolvemos o problema do mesmo jeito como na secao anterior. Por exemplo, podemos calcular
as probabilidades de transmissao e de reflexao (vide Fig. 2.5).

2.4 Oscilador harmonico

Muitos sistemas oscilam. Exemplos comuns sao vibracoes de atomos ligados em uma molécula,
de dtomos numa rede cristalina, de particulas armadilhadas em campos elétricos ou magnéticos
aplicados, ou a luz em um modo eletromagnético. A maioria dos movimentos periédicos sao
aproximadamente harmonicos para vibracoes de pequena amplitude e podem ser tratados de
uma maneira que vamos detalhar agora.

2Nesse sentido a reflexdio de luz numa interface 6ptica (com as perdas tipicas de 4% para vidro) pode ser
interpretada como reflexdo quantica de luz.
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2.5 "
2 <
~° L [
3 15
' 1 I K = —
ki k2 k3 c_’ =10
E ‘V‘(ANWW B=3
VO 0.5 '.i,-
0 . X % 0.5 1
(1) ) 3) T

Figura 2.5: (Cédigo: QA_Movimento_Reflection.m) Esquerda: Efeito tunel e reflexdo quantica e
numa barreira de potencial. Direita: Coeficientes de transmissao e reflexao (horizontal) através
da barreira de potencial ilustrada em fungao da energia normalizada & altura da barreira E/Vj.
A curva tracejada vermelha corresponde a uma barreira baixa, § = %L\/Qng = 3, a curva
sélida azul corresponde a uma barreira profunda g = 10.

Comegamos com o oscilador harmonico (OH) unidimensional,

—;hgd—Q +V(z)—E|¢Y(x)=0 onde V(z)= 2 2? (2.41)
2m dx? v B 2 . .

2.4.1 Fatorizacao do hamiltoniano

A

Respeitando o fato que os operadores p e Z nao comutam, g [p, 2] = 1, podemos reescrever o
hamiltoniano do oscilador harmoénico da maneira seguinte,

= ij;+m22 (2.42)
(=== RV

com a abreviacao a = /295 44 5 e sua transposicao hermitiana af. Agora vamos tentar
2h 2mﬁw

descobrir as propriedades dos operadores a' e @. Primeiro o comutador é

[, af] [@x—i—zr\/» \/7] $+p7w—p]=%[ﬁ,i‘]=1~

B 1

Sabendo H|1)) = E|) e claro que afa é uma observavel com o autovalor n = = =5,

alaly) = (£ = 1) [v) = nly) = [v) = |n) . (2.44)
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Agora, mostramos que os estados a|¢) sdo autoestados do operador definido como 7 = a'a, pois,

ataaly) = (aa' — [a,a)ale) = (aa'a — a)ly) = a(@la— Dlw) = (o - Daly)  (2.45)
= aly) < |n—1)
— n = (n|alaln) = C*(n —1jn — 1)
— C=+/n.

Notamos que o numero quantico do novo autoestado |[n — 1) é diminuido de uma unidade.
Similarmente mostramos para o estado af|t),

ataat|y) = af((a,a] + afa) ) = at (1 + afa)|y) = (n + Dal|y) (2.46)
— a'|p) o [n 4 1)
— n+1=(nla'a + [a,al]|n) = C*(n +1|n + 1)
—C=+vVn+1.

Portanto, este novo estado também é um autovetor |n + 1), més com um numero quantico
aumentado de uma unidade. a' e @ sdo operadores de criacéo e de aniquilagio de um corpisculo
de energia

allny =vn+1ln+1) e an)y=+vnln—-1)]. (2.47)

A representacdo matricial dos operadores de campo é

a'=> " Vn+in+1)n| e a'=> Van-1)n|. (2.48)

Agora fica claro, que n pode ser entendido como operador de niimero. O espectro de energia do
oscilador harmonico é equidistante,

E=hw(n+1)|. (2.49)

O estado com n quanta pode ser criado a partir do vacuo,

N ~tn
n) ==l — 1) =

vn

O estado |n) se chama estado de nimero ou estado de Fock.

0) . (2.50)

2.4.1.1 Incerteza em estados de Fock

Consideramos um OH de massa m e frequéncia angular w preparado no estado estacionario
|n) que consiste num autoestado do hamiltoniano H com autovalor (n + %)hw Definindo o

comprimento caracteristico do OH ap, = \/h/mw, os operadores de aniquilagao e criagdo podem

ser escritos,
. 1 T ane A) A 1 ( T ape A)
a=—— +1— e a'=— —— . 2.51
\/5 (aho h P \/5 Gho h b ( )

Portanto, os operadores posicao e momento sao,

V2

1
i=a+ad e Vaillp=a—al. (2.52)
Aho h
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Os desvios quadraticos médios da posi¢do e do momento p sao

2 2 2
Az = (n|i?|n) = %wa& +aal +afa+afatn) = %wm +1jn) = “;w (2n+1)  (2.53)
2 2 1’ t_atayatal — n
Ap® = (n|p*|n) = W%wmhm—aa —a'a+a'a'|ln) = W%O(n] —2n—1|n) = %(Qn—i— 1).

(2.54)

A partir dos resultados do item anterior obtemos a relagdao de incerteza AxAp para o OH
no estado |n),

h
ApAzx = 5(271 +1). (2.55)
Exemplo 10 (Energia de localizagdo): A energia minima acima de zero do estado fun-
damental do oscilador harmoénico, Ey = hw/2, é uma consequéncia direita do principio de
Heisenberg AzAp > h, pois em analogia com o Exemplo 8 calculamos,
(p?)  Ap? h? - o hw
2m  2m 2mAx? Qm(ﬁm 2

No caso de um campo eletromagnético essa energia se chama flutuacao do vdcuo.

2.4.2 Oscilador harmonico na representagao espacial

Para simplificar a equagao de Schrodinger na representacao espacial,

A2 m oy, 1
usamos a escala T = xz/ap,, onde ap, = \/h/mw é a extensao espacial do estado fundamental.

Assim,

hi)[ e +mw2(aho:z>2] J@) = 7 [‘M - hwgﬂ /

2md(aned)? | 2

_ [— s +:ﬂ (@) = @+ D) -

Agora, comegamos buscando solugoes assintéticas. Para & — 400, isto é, quando a particula
entra na regiao classicamente proibida, podemos negligenciar a energia total da particula,

R R
[— =5+ 332] Voo (Z) ~ 0 . (2.57)
A solugéao dessa equagao é 1&00(93) = Ce /2, pois
2
[_ a2 " "%2] e T _%(—f)e’ﬂ/z%ze”ﬁ” = 322y e T2 522 L 2 1
(2.58)

Isso motiva o ansatz (Z) = e T2 () para a equagao diferencial completa (2.56),

a2 PH(E)  de T 2dH(Z)  d2e T2 o
e g g H@ PTG
(2.59)

2 ~
[_ dcizﬂ + jQ] ¢ "/ H@) =

2 ~ T ~ ~ ~
= —a(age 2O | [ gty o] B 4 e ()
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Assim, as fungoes H(Z) devem satisfazer a equagao diferencial,
H'(3) = 22H'(%) — 2nH(%) . (2.60)

Podemos verificar que os polindmios de Hermite definidos por,

H(3) = (-1 e (2.61)
levam a equacao diferencial para a formula de recursao,
Hy,1(2) =22H, (%) — 2nH,—1(Z) , (2.62)
que nés permite de facilmente calcular os polinémios,
Ho(z)=1 , Hi(&)=2¢ , Hy&d)=42*>-2 , .. (2.63)
Resumindo, a autofuncao de um oscilador harmonico no estado de excitagao n é,
(wln) = () = Ce™™ /o (2 /an,) , (2.64)

onde a constante C é determinada pela condigao de normalizacao, (¢, |1n) = 0m pn. As fungoes
de Hermite, H,,, sdo encontradas em tabelas matemdticas. Aqui sé mostraremos a representacao
gréafica de [¢|? na Fig. 2.6. O Exc. pede para avaliar o OH numa regiao classicamente
proibida e no Exc. calcularemos o espectro de um OH semi-harmonico.

x/ano

Figura 2.6: (Cédigo: QA_Movimento_Harmonic.m) Fungoes de onda e energias no pogo retan-
gular.
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2.4.3 Propriedades do oscilador harmoénico

Anotamos que tem regides em que 1(Z) # 0 apesar de V(z) > E. Isto é um efeito puramente
quantico. Classicamente, ndao pode encontrar uma particula quando a energia dela é embaixo
do potencial.
Anotamos também que para nimeros quanticos altos, n — oo, esperamos reproduzir as
previsoes classicas, isto é,
lim |¢(x)]* = Pg(z) , (2.65)
n—oo
onde Pgr é a densidade de probabilidade de encontrar a particula oscilante no lugar x. A
probabilidade de encontrar a particula num intervalo dz perto do lugar x ¢é facilmente calculada,
m oo M 9 2

E:EU —I—wa

tlx+dz) —t(x) dr dzx 1
T T T \2E/m —w?2?

=  Pg(x)dx = (2.66)

Vemos que por altos valores da energia a funcao de onda se aproxima da expectativa classica.
J& dizemos que sé tem solugoes para certas energias F, = hw(2n+1). Consequentemente, os
niveis de energia sao equidistantes, Fpy1 — Ey, = hw, como se tivesse uma caixa onde vocé bota

E

— n+3
— nt+2
— n+1

Figura 2.7: Escada de niveis.

dentro uma particula com a energia Aw, é mais uma, etc. até ter n porcoes de energia. Esses
particulas sao chamados fonon no caso de vibragoes de particulas massivas, e foton no caso de
um campo de radiacao.

O fato que a distribuicao da energia é a mesma que essa proposta por Planck pela radiacao
do corpo negro sugere o uso do oscilador harmoénico para descrever a segunda quantizagao.

2.4.4 Oscilador harmonico multidimensional

O potencial harmoénico 3D e dado por

M 9 9 M 99 MM 9 9
Vho(r) = 5 Wl + 5wyl + SWaE (2.67)
Fazendo o ansatz
Y(r) = Yo (2)y (Y)Y (2) , (2.68)

podemos separar as direcoes espaciais e obtemos uma equagao um-dimensional para cada coor-
denada, tal que as coordenadas podem ser consideradas separadamente. As energias sao,

Ep = hwi(n+3) , (2.69)

onde k = x,y, 2.
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2.4.5 Estados coerentes
2.4.5.1 Formula de Glauber

Uma formula bem 1til, que utilizaremos depois é a formula de Glauber (ou de Baker-Hausdorff),

eAeB — JATB+[AB]/2 ’ (2.70)

vélida quando operadores A e B comutam com o comutador deles, isto é [A, [A, B]] = [B, [4, B]] =
0.

Exemplo 11 (A formula de Baker-Hausdorff): Para provar a formula de Baker-
Hausdorff, consideramos o operador,

G(T) = eT(A#’B)e*TBe*TA )
A derivada é
G( ) (A+B) T(A-‘rB) —TB —'rA T(A+B)B -8B —TA T(4+]_;’) —TBA()—TA

(&
_ 6‘r(A«kB) |:A677'B o 6778A} 677— A €T(A+B [ 7TBAeTBi| —rB 77'/4

= A i~ (At [~7B, A+ =B, [-7B, A + )| e 7Be ™4,
utilizando a formula (1.87). Se agora [A,[A, B]] = 0 = [B, [A, B]],
G'(r) = WD 7(B Ale™Pe ™A = 1A, BleT AP B4 = 1[4, B|G(7) .
A solucao geral desta equacao diferencial é,
G(r) = e /2B .
Com G(0) = 1 obtemos no ponto 7 = 1,

GA+B—B,—A _ ,—(1/2)[A,B]

2.4.5.2 Operador de deslocamento

Consideramos agora o operador de deslocamento
D(a) = o' —o"a, (2.71)

e tentaremos descobrir as suas propriedades.

D(oz) é um operador unitario. Pois utilizando a formula de Glauber, eAeB = eA+B+AB)/ 2

temos

DT(a)ﬁ(a) _ ea*&—a&Tea&T—a*& _ ea*a—aauaaf—a*a+[a*a—aaf,aaf—a*&}/z (2.72)

_ e[a*&fa&T,adea*d]/Q _ e[a*&,adf]/2+[fadT,adT]/QJr[a*&,fa*d]/ZJr[fa&T,fa*&]/2

_ claPlaatl/2z+alPlatal/2 _ 0 _q |

Podemos reescrever o operador de deslocamento assim:

A At ks St kA oAt s At ks 2at A At ks |12
D(Oé) — pd'—ata _ jadl —ata, [adT,—a a]/2:eoza e ae|a| la 7(1]/2:60:(1 e, |a)?/2 ) (273)
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O estado obtido da atuacio do operador D(a) no estado fundamental é

o) = D(a)[0) = e~lal/2gadt g—a"a|gy — o—lal® /22 (0d! (2.74)

~ )2 2
g1/ <1 + aal + (0‘;) +) 0) = eI/ <|0> + VI + V22 + )
NS S
=e n
; 7
Aplicando o operador de descida a sobre o estado |a),

ala) = e~loF? /22 a\n = e loP /22 \f]n 1) =e

—|a)? /22 \/fhz 1) = ala) .
(2.75)

Também podemos escrever

(ofa’ = (ala))' = (a]a)’ = (ala”

O estado |«) é chamado de estado coerente ou de estado de Glauber.

2.4.5.3 Incerteza em estados de Glauber

O OH seja preparado no estado |a). Os valores esperados das observaveis & = A2 (af 4+ a) e

H T
= \[(a a) sao,

[\

‘[< |Z|a) = (ala +dlla) = a+a* e M( la) = (ala —al|a) = a —a*.  (2.76)

Qho

Com isso, os valores esperados das quadraturas ficam,

= 2 (a]#?|a) = (a|(a+ a")?|a) = (alaa + 1 + 2ata + alal|a) (2.77)
=’ +1+2af +a” =1+ (a+a")? =1+ 3-(ali|a)?
ho
“ho (a]p?e) = (a|(a — a')?|a) = (alaa — 1 —2ata + atal|w)
=a’—1-2af+a*?=-1+(a—a*)? = < pla)? .
As incertezas definidas em (1.63) ficam,
2
Az? = (a]@®|a) — (ali|a)® == e Ap* = (alp’|a) — (alpla)® = a§22~ (2.78)
E finalmente a relagdo de Heisenberg,
ApAz =1 . (2.79)

Comparando com a relacao de incerteza (2.55) derivada para estados de Fock, concluimos
que a incerteza sempre ¢ minima para estados de Glauber. Neste sentido os estados de Glauber
sao aqueles que mais se aproximam aos estados cldssicos caraterizados pela auséncia de incerteza.
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2.4.5.4 Ortogonalidade dos estados de Glauber

Os estados de Glauber nao sao ortogonais, pois
(ol B)[? = e~lo=AF . (2.80)
Deixamos a demonstragao para o Exc.

2.4.6 Evolucao temporal do oscilador harménico

Aqui estudamos a evolucao temporal de uma distribuicao de populagoées num oscilador harménico.
A solugao formal da equagao de Schrodinger é,

p(6) = M4 (0)) - (2:81)
Como o hamiltoniano é diagonal na base |n),
H=ho(n+3) . (2.82)
podemos escrever,
o—ilt/h _ Z In)e— it n+1/2) (| (2.83)

Se o estado inicial é [1(0)) = >, ¢m|m), o estado final serd,

Z‘n fzwt(nJrl/Q) n‘w Zefzwt(nJrl/Z n’n> (2.84)
(W) Alw(t) = Z<m|€“"t e | Al Z TR e ) =3 chene T (ml Aln)

Se o oscilador estd inicialmente num autoestado, [¢(0)) = |k),
() = e k) e (p(O)|AJ(D) = (kAR | (2.85)

o estado permanece estactondrio. Movimento precisa de elementos nao-diagonais de A.
Uma outra observacao é que as populagoes nao mudam, mesmo no caso de uma superposicao
inicial, pois
Py(t) = [kl (D) [* = e Dy 2 = ey (2.86)
Concluimos que

e movimento de uma observavel A é possivel, mas somente devido as variagdes dos fatores
de fase;

e para realizar transicoes entre os estados vibracionais é preciso perturbar o oscilador, e.g. por
campos de radiacao eletromagnética.

Exemplo 12 (Movimento de um oscilador harménico): Consideramos agora alguns
exemplos especificos. Se a observavel é o hamiltoniano e o estado inicial uma superposigao
arbitraria,

<Z}(f)‘H‘U(7L)> = hw Z (ttr’/({,],(,\/iwt(rrz,77z> <7n/|f), + %| = hw Z ‘(,, 71 +

m,n
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Isto é, a energia total do oscilador é a soma das energias dos estados ponderadas com as
populagoes daqueles estados. No caso do operador posicao,

(p(®)]z

Y(t)) = % Z (:Tncnei“t("”*”) (mla + a'|n)

m,n

= % ((5271 cne”Wh/n + Cpi1 cne™/n + 1)

n

mnTeo aho\/ﬁz Vnlea|? coswt .
n

Isto é, a particula sé pode oscilar, se existem populacoes em estados consecutivos. Se isso nao
é o caso, (¥(t)|z|Y(t)) = 0. A frequéncia de oscilagao é sempre w, independente da energia
da particula. Os Excs. 2.5.4.4 e 2.5.4.5 analisam a evolugao temporal de osciladores sujeitos

a uma perturbagao subita.

2.4.7 Quantizacao do campo eletromagnético

Historicamente a quantizacao da luz por Max Planck (também chamada sequnda quantizagao) foi
a primeira. Essa quantizagao resolveu o problema da divergéncia ultravioleta e explicou o efeito
foto elétrico. A quantizagao do atomo por Niels Bohr (também chamada primeira quantizagao)
explicou a estrutura interna do atomo.

O operador do campo elétrico de um modo de laser é dado por

E = iEm[&eik-l‘fiwt . &Tefik-r+iwt] , (287)

onde E,, = \/hw/2e0V e V e o volume do modo. O Exc. 2.5.1.6 pede para calcular os valores
X2/h

h/2
2

|

X1 /h

Figura 2.8: Visualizagio dos estados de Glauber. Aqui, #1 = a +al e &1 = i(a — al).

esperados (E) e AE.

As vezes é conveniente representar o campo da luz pelas quadraturas. Com a defini¢do
G = I1 + iZ2, onde £ 2 sdo operadores nao comutandos ([Z1,Z2] = i/2), podemos reescrever o
campo,

E = —2E,[#1sin(k - r — wt) + 9 cos(k - T — wt)] . (2.88)
A relacao de incerteza de Heisenberg requer
Az1Azy > 1. (2.89)

Para estados coerentes, Ax; = Axy = %
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2.5 Exercicios

2.5.1 Movimento translacional

2.5.2 Potencial retangular

2.5.2.1 Ex: Particula numa caixa

Obtenha as fungoes de onda e os niveis de energia associados de uma particula confinada em
uma caixa, em que V(z) =0 para 0 <z <l e V(z) = oo sonst.

2.5.2.2 Ex: Particula numa caixa bidimensional

Obtenha as funcoes de onda e os niveis de energia associados de uma particula confinada em uma
caixa bidimensional, no qual a particula é confinada a uma superficie retangular com dimensoes
L1 na diregao = e Lo na direcao y, V(z,y) =0para0 <z < L1 e 0 <y < Ly e V(r,y) = 0
senao.

2.5.2.3 Ex: Particula no pocgo

Obtenha as energias dos estados ligados de uma particula no pogo de potencial em que V' (z) = oo
parax < 0, V(z) = —Vypara0 <z < L/2e V(z) = 0 paraz > L/2. Compare os valores obtidos
com aqueles do poco simétrico discutido na Sec. 2.2.4 e com o poco com paredes infinitamente
altas discutido na Sec. 2.2.1.

2.5.3 Barreira de potencial
2.5.3.1 Ex: Barreira de energia

Considere que uma particula com energia E seja lancada (na direcao é,) de encontro a uma
barreira de energia potencial de altura e largura finitas, tal que V(z) =0 paraxz <0 ouz > L
eV(x)="Vypara0 <z <L.

a. Obtenha os coeficientes de reflexao R e transmissao 1" para o caso em que FE > Vj. Discuta
o resultado.

b. Faga o mesmo para o caso F < Vj.

2.5.3.2 Ex: Tunelamento

Um dtomo de rubidio-87 se move no espaco livre (regiao 0) com a velocidade v = 1 cm/s (vide

esquema). De repente ele encontra um desnivel com a profundidade V) = —kp - 1uK.
a. Qual é o comprimento de onda de Broglie da particula na regiao 1?7
b. Agora o dtomo encontra uma barreira de altura Vo = —Vi. Qual é a probabilidade de

encontrar a particula dentro da regiao 27

v Ax,
Ly ANNNEE T,

.

Figura 2.9: Particula num paisagem de potencial.
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2.5.3.3 Ex: Colisoes

Uma colisdo entre particulas atrativas ou repulsivas pode ser descrita como um espalhamento
unidimensional pela equacao de Schrodinger

2
@) + ad () = B(r)

m
O espectro de energia pode ser um espectro discreto de estados ligados e um continuo de estados
livres. Calcule o coeficiente de transmissao para o caso de uma particula com energia E lancada
de encontro a barreira de energia potencial V(x) = ad(x). O resultado se altera para o caso
em que V(z) = —ad(x), com a > 0?7 Para esta tltima energia potencial, encontre a energia do
estado ligado da particula e sua correspondente fungao de onda.

2.5.4 Oscilador harmonico
2.5.4.1 Ex: Estado fundamental do oscilador harmonico

Igualando a energia do estado fundamental do OH quantico aquela do seu analogo classico,
obtenha a elongagdao maxima x,,. Agora, sabendo que a funcao de onda do estado fundamental
. . N . —$2/2$2 ~ o1

¢é proporcional a gaussiana 1y o e m obtenha a expressao para a probabilidade de se
encontrar o OH fora dos limites cldssicos e estime o seu valor.

2.5.4.2 Ex: Particula num pogo semi-harmonico

Encontre os niveis de energia de uma particula num pogo de energia potencial da forma V(x) =

oo parax < 0e V(z) = %23”2 para z > 0. Qual é a paridade dos estados permitidos?
2.5.4.3 Ex: Oscilador harmoénico e estado coerente

a. Verifica a ortogonalidade para um oscilador harmonico num estado de Glauber.
b. Mostre (a|i|a) = |af?, (a|f?|a) = |af* + |a]? e Ah = |al.
c. Qual é a populagao do estado |n) de um oscilador harmonico num estado de Glauber?

2.5.4.4 Ex: Vibracao de um oscilador harmonico

Considere um OH de massa m e frequéncia angular w. No tempo ¢t = 0 o estado do oscilador é
|1(0)) = >, cnln), onde |n) sao os estados estaciondrios do OH com energia (n + 1/2)hw.

a. Qual é a probabilidade P para que uma medida da energia do OH, realizada num tempo
arbitrario ¢ > 0, resulte ser maior que 2Aw? Para o caso em que P = 0, quais sao os coeficientes
¢, nao nulos?

b. De agora em diante, assuma que somente cy e ¢; sejam nao nulos. Escreva a condicao
de normalizacio para |1(0)) e o valor médio (H) da energia em termos de ¢y e ¢;. Com o
requerimento adicional (H) = fw, calcule |co|? e |c1]?.

c. Dado que o vetor de estado normalizado [1(0)) é definido a menos de um fator de fase global,
determinamos este fator através da escolha dos coeficientes ¢y real e positivo e ¢ = \cl\ew.
Assumindo (H) = hw e () = $v/h/mw, calcule 6.

d. Com [9(0)) determinado (conforme o item anterior), escreva |¢(t)) para t > 0 e calcule o
valor de 6 neste tempo t. Deduza o valor médio (z)(t) da posi¢ao no tempo ¢.
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2.5.4.5 Ex: Oscilador harmonico deslocado

Considere um OH de massa m, frequéncia angular w e carga elétrica ¢ imerso num campo elétrico
uniforme e paralelo ao eixo é, de deslocamento do oscilador.

a. Obtenha as energias dos estados estacionédrios do OH e mostre como obter os correspondentes
autoestados.

b. Calcule os valores esperados (x) e (p) para o oscilador deslocado.

c. Agora, o campo eletrizo seja desligado de repente. Calcule a evolugao temporal do oscilador.

2.5.4.6 Ex: Estado de Glauber
Calcule (E) e AE.



Capitulo 3

Atomos hidrogenoidos

Seguinte o modelo planetario do atomo de Rutherford e Bohr podemos imaginar um atomo
como um nucleo muito pesado com carga elétrica positiva cercado por uma nuvem de elétrons
muito leve com carga negativa. Como o nicleo é muito pequeno em comparagao com a nuvem
eletronica, tratamo-lhe como uma entidade com a massa M e a carga Ze, onde Z é o niimero
de prétons e corresponde a ordem do elemento no sistema peridédico.

3.1 Particula num potencial central

O procedimento canodnico para calcular todas as propriedades de um atomo é de estabelecer
o seu hamiltoniano, isto é, determinar as energias cinéticas de todos os componentes e todas
energias de interagao entre eles, e de resolver a equagao de Schrédinger. Para cada componente
escrevemos a energia cinética

p? Z

2
p,
Tnet = 931 om

(] Tele = .
2m
i=1

(3.1)

A energia que corresponde as interacoes, isto é, atracdo ou repulsao coulombiana, entre as
componentes do atomo é

Z

v =-> ze e Ve = XZ: - (3:2)
nel—ele = = 2 e TR — 1] demele ™ Lo dgeglry —ry] .
i=1 7=l

Também existem interacoes devido ao spin das particulas, que trataremos posteriormente.

Obviamente, a solugao desse problema de muitos corpos é muito complicado. Por isso, nesse
capitulo, baseado na equagao de Schrédinger calcularemos o espectro completo do dtomo mais
simples possivel, o hidrogénio. Esse dtomo consiste de um préton e um elétron, sé.

Figura 3.1: O modelo do hidrogénio se aplica em outros atomos desde que eles tém um elétron
de valéncia ocupando um espago tao grande que ele estd vendo o nicleo e o resto dos elétrons
blindando o ntucleo como uma tinica carga positiva.

53
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3.1.1 Transformagao em coordenadas relativas

O &4tomo de hidrogénio representa um problema de dois corpos. Consideramos as duas massas
m1 2 do préton e do elétron separadas por uma distancia r e interagindo através de um potencial
V(R). O hamiltoniano é

f G
H=— — - . .
2m1 Vl + 2m2 VQ + V(|R1 R2|) (3 3)

Para comecar, a equacao de Schrodinger dependente do tempo

. d
H=(t,R1,Rp) = ihaE(t,Rl,Rg) , (3.4)

torna-se estaciondria com o ansatz Z(¢, R1, Ry) = Z(Ry, Ry)e *Frett/h,

h2

— V3
277’L1 R

Rs|)| E(R1,R2) = EitZ2(R1, Ra2) . (3.5)

—h%_,
1 m2VR2—|—V(|R1—
Agora, transformamos para o sistema de centro-de-massa com o ansatz para a funcao de onda
total Z(R1,Rp) = e_ZP'R/h\IJ(R) com R = 71 R; + 7#R2 e R = Ry — Rs. Isto corresponde &
um produto de uma onda plana, descrevendo o movimento linear do centro das massas, e uma
fungao de onda radial, que descreve o movimento relativo dos atomos:
—_hK?

—_hK? )
E¥(R) = TWVQ e PRING(R) + va%%Qe*ZP-R/hqf(R) +V(R)¥(R) (3.6)

_ h ~iPR/hg2 @ (R) — h’ ~iP-R/hg2 g (R
- € Ry ( ) € Ro2 ( )

2mq 2mgo

ihP _p. P’ _pRr
M € P-R/h [le VRQ] \I’(R) + me /h\I](R) ‘
[]tilizando C Ri — ; Ro — ;7‘7

P2 h2

—h
537 V(R) + 5o VEU(R) +

2v2x11( R) + V(r)¥(R) = E;s7(R) . (3.7)

. . . 2. .
Subtraindo a energia do movimento do centro de massa com E = FE;, — QPW e introduzindo as
abreviagdes M = my +mg e m~' = my ' 4+ m; ", obtemos finalmente

h2
[2v2 +V(r )] ¥(R) = E¥(R) . (3.8)

3.1.2 Particula num potencial cilindrico

A equagao (3.8) é tridimensional, pois ¥(R) é um campo vetorial e o operador de momento em
coordenadas cartesianas é dado por
0? 0? 0?

& + =+

=t T (3.9)

No entanto, em algumas situacoes, a simetria do sistema permite reduzir a dimensionalidade
similarmente aos casos do pogo de potencial e o oscilador harmoénico tridimensional. Vamos
agora discutir os casos de simetria cilindrica e esférica.
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Elétrons em campos magnéticos sao sujeitos & forca de Lorentz que mante eles num movi-
mento de rotacao. Podemos reescrever o operador de momento um coordenadas cilindricas,

T =1TCOoSp , Yy =rsing , z=2z, (3.10)

como

92 10 1 92 0?2

2 - =~ —_—— _— J—
V= o2 + ror + 2 02 + 022" (3.11)
Como o potencial nao depende de ¢, podemos tentar o ansatz V(R) = R(r)£(¢)((z),
1 h2 02 10 h2 1 82 h2 1 62
R(r) | 2m \or2 " ror a5 s i) = B (3.12
R(r) { 2m (57.2 oo T V(r)ﬂ R(r)—5 ) 52000 =5 3 ) a(pQS(tp) (3.12)

Para dar um exemplo, desconsideramos o potencial, V(r) = 0, e consideramos uma érbita
com raio constante da particula, » = const. Neste caso, o primeiro termo da equacao acima
desaparece, e o segundo e terceiro termo ficam separaveis porque dependem de coordenadas
diferentes, ¢ e z. O segundo termo da

¢"/)¢ = —2mE,/h® = —k? = const (3.13)

E, sendo a energia do movimento axial.
A terceira equacao é aquela descrevendo o movimento orbital,

¢/ = —2mEr?/h* = —m? = const . (3.14)
Essa equacao tem a solugao seguinte,
£(p) = A™® 4 Bemimis (3.15)

Agora podemos resolver a equagao radial, também. Para essa solugao ser bem-definida, preci-
samos {(¢) = &(¢ + 2m). Isso implica,

my=0,£1,£2, ... (3.16)
Portanto, as energias permitidas do hamiltoniano sao

2 9 h2m?

H=_""_ E,, = _ 1
2092 . mT Tar (3.17)
Com o momento de inércia I = mr2.
Definimos agora o operador,
A h o
l,=——". 3.18
=5 (3.18)
Esse operador age sobre a fungao de onda ¢ (com B = 0) da maneira seguinte,
1£(p) = hinug(p) - (3.19)

E f4cil mostrar que as fungoes de onda com diferentes valores m; sao ortogonais.
Note: 1. O estado m; = 0 tem zero energia; isto é, ndao tem energia do ponto zero. 2. A
particula estd delocalizada no anel de raio 7: AlLAsing > &|(cos p)|.
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3.1.3 Hamiltoniano em coordenadas esféricas

Podemos reescrever o operador de momento em coordenadas esféricas,

x=rsindcosp y=rsindsing z=rcost, (3.20)
como
10 %) L? L? 1 9 ) 1 92
Ve (2 — d — = =———|[sind=— —_— 3.21
"or2or <T 8r> Tz onde h?  sind 99 <Sm 819) * sin? 9 0p? (3:21)

e uma abreviagdo chamada de legendriano. Para um potencial isotrépico, V(R) = V(r), pode-
mos tentar o ansatz W(R) = R(r)Y (9, ¢) para resolver a equacao de Schrodinger (3.8),

T2 2 _ 2 2

onde escolhemos uma constante de separacao, £(¢ + 1), a significacdo da qual aprenderemos em
breve. Consideramos sé a parte angular,

LY (0,0) = B+ 1)Y (0, ¢) , (3.23)

e fazemos mais um ansatz de separagao, Y (¢, ¢) = 0(9)®(p),

sin? 9 <1'18 sinz?g@(ﬁ) + 000+ 1)) = —Lﬁq)(@) =m?, (3.24)
O(¥) sin ¥ 9V o0 D(p) Dp?
onde escolhemos uma constante de separacio, m?. Introduzindo outra abreviacao
L, = ?;@ , (3.25)
a equacao azimutal adota a forma
L.0(p) = hmo () . (3.26)

Como no caso do potencial cilindrico, a solugao da equac¢ao azimutal é, utilizando a normalizacao

O(p) = =™ (3.27)
com o numero quantico magnéticom = 0,41, +2, ...
A equacao polar,
1 1 9 %) 2

. m
O(0) sin 9 99 Smﬁaiﬁ@(ﬁ) L) = sin?¢ ’

(3.28)

se chama equacao diferencial de Legendre e pode ser resolvida por uma série de poténcias em
cos® 9. Para m = 0, as solucdes sdo os polinémios de Legendre, Py(cos®) com

/4
Piz) = gzl — 1)1 (3.29)

Os primeiros polinémios sao,

P(2)=1 , Piz)=z , P(2)=24(322—1) , Py(z)=1(5"-32). (3.30)



3.2. SEPARACAO DO MOVIMENTO RADIAL o7

Para m > 0, as solugoes sao os polindmios associados,

PP(e) = (1 - 2L gy = D e gy (g
¢ dzm 240! dzttm
m (£ —m)!
P =(-1)"—=P" .
77 = (D e )
A funcao polar ainda deve ser normalizada,
20+1(¢—m)!
I =P" _— .32
o7 (V) f (cosﬁ)\/ > ((1m) (3.32)

As fungdes Yy, (9, @) sao as harmonicos esféricos. Eles formam um sistema ortonormal,

T 21
/ Vi (9, 0) Yo (9, 0) sin 9ddip = Syrgym (3.33)
0 0

Solugoes finitas sé existem, quando o numero quantico do momento angular e £ = 0,1, .. e para
|m| < 2.

As solugoes da parte angular da equacao de Schrodinger do atomo de hidrogénio sao final-
mente,

2041 —m)!

1
}/gm(ﬁ,qf)) = — Pén(COS'lg) 5 m

V2T
Os harmoénicos esféricos sdo simultaneamente autofuncdes dos operadores L2, como pode ser
visto na Eq. (3.23), e do operador L, conforme a Eq. (3.26). As quantidades representadas pelos
operadores quanticos H ,fJQ,I:Z sdo conservadas no sistema do hidrogénio. A conservacao do
momento angular deve-se 4 simetria esférica do potencial de Coulomb. Verificaremos a paridade
dos harmonicos esféricos no Exc.

eme (3.34)

3.2 Separacao do movimento radial

3.2.1 A equagao de Schrodinger radial

A equagao radial fica

2 2
e [_2};17«12;7« (7“23(1) V() - E} R(r) = 5t +1) | (3.35)

Agora fazemos a substituicao R(r) = u(r)/r e a equacao radial fica,

2 2 2
[_;n;ﬂ L h%;l) " V(T)] w(r) = Bu(r) . (3.36)

Essa equagao é bem similar & uma equacao de Schrodinger unidimensional, com a excegao do

um potencial adicional que se chama potencial centrifugal,

]';2
Vi(r) = 53 (3.37)

Por exemplo, para o potencial para um elétron orbitando um préton no dtomo de hidrogénio
temos,
n? 92 Ze? L?

vy g g L 2o g ~0. 3.38
2m Or?  dmwegr  2mr? upe(r) ( )
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Figura 3.2: (Code: AM_Hidrogenoido_Legendre.m) Fungoes de onda angulares. Mostradas sao
os polinémios de Legendre P/"(cos ) para £ =0,1,2,3e m =0, ..,¢.

N

V(r)

0 5 10
r/aB

Figura 3.3: (Code: AM_Hidrogenoido_Centrifugal.m) Soma de um potencial coulombiano e um
potencial centrifuga para ¢ = 0 (vermelho), £ =1 (verde) e £ = 2 (azul).

No Exc. estudaremos particulas dentro de um potencial central de profundidade nula,
nos Excs. e consideramos e pocos esféricos de potenciais 3D e no Exc. um
potencial esférico harmonico.

3.2.2 Rotor rigido

No caso que a Orbita da particula é fixo 4 um raio R, podemos negligenciar a energia cinética
devido ao movimento radial e o potencial, ambos sendo constantes. Nesse caso a equacao de
Schrodinger radial é

R20(0+ 1)
As energias do rotor rigido sao
h20(0 41
E, = Rl +1) (3.40)

21 ’

com o momento de inércia I = mR2.
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3.2.3 O modelo de Bohr

Vamos agora voltar para a parte radial da equacao de Schrodinger para uma particula num
potencial radial. E claro que esperamos que as solugoes quanticas para o atomo de hidrogénio
sao parecidas com as predigoes do modelo de Bohr, isto é, que as solucoes completas s6 dao
uma corregao para energias baixas. Seguinte esse modelo, a drbita é estavel quando a forca de
atracao é igual com a forca centrifuga. Mas além disso, Bohr postulou que sé certas energias
sao permitidas. Para o atomo de hidrogénio ele achou

1 Ze? 1 Z°h? 1 7% 1 72
e S 2 2 1360V, (3.41)
24meg Ty 2mas; n? 4dmeg 2agn? n2
com o rato de Bohr
h2
ap = 471'60@ . (342)

Com essa equagcao ele consegui explicar as observagoes espectrais. Os elétrons s6 podem saltar
de um nivel para um outro, dessa vez emitindo ou absorvendo um féton. As sérias observadas
no espectro do hidrogénio (E,, — E,,;)/h foram a série de Lyman (m = 1), de Balmer (m = 2),
de Paschen (m = 3) e de Brackett (m = 4).

. S =
§ £ 5 2
S = & g
= m o o
i —

afyd

Figura 3.4: As transi¢oes do hidrogénio.

Por isso, vamos agora dar para a energia uma unidade de F,, e o raio em unidade de ap, isto
é, 7 = Zr/ap. Inserindo na equagao de Schrodinger radial (3.38),

PR TY CLELRE RN P a5
Para garantir que para grandes raios, r — 00, a solugao fica finita, precisamos uy, ¢(7 — 00) =
e /™. Para garantir que para pequenos raios, 7 — 0, a solucao fica finita, precisamos w, ¢(7 —
0) = #+1. Derivamos as solugoes assimptéticas no Exc. . A equacao diferencial resultante
86 tem solugbes para um numero quantico principal n inteiro e positivo e quando £ = 0,1, ..,n—1.
Isso significa, que o ansatz de Bohr é valido (uff!), que os niveis de energia sao degenerados em
£ em.
Substituindo o ansatz,
Ung(F) = Dy e "M L(7) | (3.44)

é facil mostrar (Exc. ) que a equagao diferencial (3.43) se reduz para,

FL'(F)+2[(0+1) - LF] L'(F)+2[1 - L(¢+1)] L(F) =0 . (3.45)
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Figura 3.5: Esquema dos niveis.
Ainda com a abreviagao p = 27/n = 2Zr/nap o ansatz

une(p) = Dnep™ e " L(p) | (3.46)

leve a equacdo diferencial !

pL"(p) + 20+ 1) = p] L'(p) + [n — L =1]L(p) =0 . (3.47)
As solugoes desta equagao diferencial, Lf_gz_l)l(p), sao os polinomios de Laguerre. Esses po-
linémios figuram em tabelas matematicas.

Utilizando as propriedades desses polinémios é
possivel mostrar, que as fungoes radiais sdo ortogonais e podem ser normalizadas (vide Exc.

A figura 3.6 mostra as curvas para os orbitais mais baixos.
Finalmente, podemos escrever as solugoes totais

U (1) 2 Z?
¢n,£,m("",9, ¢) = Tyé,m(g, ¢) com E, = —mﬁ ) (3'48)

onden=1,2,3,..e/

0,1,.,n—1lem=—4,—0+1,., L E claro, que cada nivel n é

n—1

> (2e+1)=n’ (3.49)
=0

vezes degenerado.

LA equacdo diferencial associada de Laguerre é

pIZLS) + (a+1—p)3, LS +vL =0 .

Os polinémios de Laguerre sao gerados por

ep~ d¥ , _,
LS[&)(p) — Tpr (e pp +a) )



3.2. SEPARACAO DO MOVIMENTO RADIAL 61

0.6 - - - - 0.05
0.5} 1 n o)
\ 0.04f [\
o4 - A
\ | \
= \ o \
Z 03| = 0.03f|
o \ x [
@ 1 = [
& 0 F00 |y
\
0.1k 1 [
oL \\\7”7 S ootf fad
01 . 0 o _
5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
r/aB r/aB
0.12 - - - - 0.025
0.1f (1)
I 0.02F
0.08[
= \ o
& o0.06f| = 0015
o \ x )
@ L\ _ r _
"o 004f | & 0.01f B
\ . N 'Y
Y 4 s - T~
] , SN
\ - e 0.005} % RN
of N _— T T \ > S~
-0.02 — . oL LT T
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
rla r/aB

Figura 3.6: (Code: AM_Hidrogenoido_Laguerre.m) Fungoes de onda radiais, esquerda R; direita
u. Acima para (n,¢) = (1..3,0); embaixo (n,¢) = (3,0..2).

Aqui é uma lista das primeiras fungoes do dtomo de hidrogénio,

32

Pr00 = = (%) e’ (3.50)

3/2 -
V200 = 4\/15 (%) (2 —7)e /2

3/2 ;
10 = 4\/1% (%) 7e /2 cos 0

32 .

1 (%) / Fe~ /2 sin Gt

3/2 ~
Z)7 (27— 187 + 27"

(
= V2 (i)B/Z (6 — F)fe_F/3 sin BT
(

3/2 N
L) er_T/?’(?) cos?0 — 1),

onde usamos a abreviacao 7 = Zr/ap. Usando estas fungdes de onda podemos agora calcular
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varios valores esperados como, por exemplo,

(Dnem =1 (3.51)
(FYnem =1’ :1 + % <1 - ai;;”)]

(7)o, = n* _1 + ; (1 - W)]

(7 )t = n° 385 - % - 41—52(E+ 2)(€ 1)+ %(64— 2)(0+ 1)0(¢ — 1)]

() pom = n® 683 + %(%2 +20—-3) + 8%56(6 4+ 1)(30% + 3¢ — 10) + 71;}

n*(l+ 5)(0+1)
2 _

NIw | 3

< 1 > B F0(0+1)

M om WPU+DE+ D)+ 5 -1

Estes resultados serao importantes posteriormente. No calcularemos o valor esperado (r)
para varios orbitais | W,z ).

3.2.4 O teorema virial

Originalmente derivada para a mecanica classica, o teorema virial também vale para a mecéanica
quantica, como mostrado pela primeira vez por Viadimir Aleksandrovich Fock. Avaliamos o
comutador entre o hamiltoniano

H=p%/2m+ V(&) , (3.52)
e o produto do operador de posi¢ao ¥ com o operador de momento p = —iAV da particula:
2
[H,8p] = #[H,p] + [H,8]p = —ih + ikt VV | (3.53)
m

A~

usando os teoremas de Ehrenfest. Portanto, achamos para o operador () =t - p o comutador,
i
h
O lado esquerda desta equagao é justamente —dQ /dt, seguinte a equacao de movimento de Hei-

senberg. O valor esperado <d@ /dt) da derivada temporal zera no estado estaciondrio, portanto
obtemos o teorema virial,

[H,Q] = 2B}, — - VV . (3.54)

2T) = (#-VV). (3.55)
Por exemplo, para um potencial central V(r) o< 7* obtemos,
ov
2T) = (F-é,—) =s(V) . (3.56)
or
No Exc. calcularemos os valores esperados (r—1) e (p?) e verificaremos o teorema virial.

Finalmente, no Exc. calculamos elementos da matriz de transicao entre diferentes orbitais.
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3.3 Exercicios

3.3.1 Particula num potencial central

3.3.1.1 Ex: Paridade das fungoes harmonicas esféricas

Consideramos a transformagao de paridade P com (z,y, 2) P, (—z, —y, —z). Use coordenadas

- P p ~ . ;.
esféricas e mostre, que vale Yy, — (—1)é§/g7m, é portanto, que uma funcao de superficie esférica
tem paridade par, quando ¢ é par, respectivamente impar, quando £ é impar.

3.3.1.2 Ex: Movimento num campo central

Obtenha as autofung¢oes da particula livre como caso limite do seu movimento num campo
de forga central com V(r) — 0. Compare as autofuncoes assim derivadas - associadas ao
conjunto completo de observaveis H, L? e L, - aquelas descritas por ondas planas - associadas ao
movimento caracterizado pelos observaveis p;, py, p. e H = P2 /2m -, que igualmente constituem
um conjunto completo de observaveis (veja Constantinescu).

3.3.1.3 Ex: Particula numa caixa esférica

Encontre os niveis de energia e as funcoes de onda de uma particula confinada em uma caixa
esférica descrita pela energia potencial, V(r) = 0 parar < ae V(r) = oo parar > a considerando
momentos angulares ¢ arbitrarios.

3.3.14 Ex: Poco de potencial 3D esférico finito

a. Derive os niveis de energia possiveis e as funcoes de onda associadas para uma particula
presa num poco de potencial 3D esférico de profundidade Vj e raio a. Note que este problema
é analogico ao espalhamento de Mie com ondas escalares.

b. Discute o caso de um pogo cercado de paredes infinitas.

3.3.1.5 Ex: Particula num potencial harmonico esférico
Uma particula quantica de massa m esta sujeita a um potencial
V= imw?(2* + y* + 27) .
a. Obtenha os niveis de energia dessa particula. Isto é, determine os autovalores de
FL2
—— VX + Vi =Eqp .
2m

b. Considere o nivel fundamental e os dois primeiros niveis excitados. Monte uma tabela mos-
trando para cada um desses trés niveis, o valor da energia, a degenerescéncia e os respectivos
estados em termos dos ntmeros quanticos.

c¢. Utilizando 5 5 12
2, |19 (20 L7
VY= [7‘2 or " or h2r2 v

e lembrando que L2Yy,, (0, ¢) = h20(€ 4 1)Yp,, escreva a equacdo diferencial do item (a) para a
parte radial da fungao de onda (nao é preciso resolvé-la). Identifique nessa equacao o potencial
efetivo Ver(r).

d. Resolva a equacao diferencial do item anterior para o caso em que £ = 0 e determine o
autovalor correspondente. Para isso, admita uma solucao do tipo e ¢ determine a.
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3.3.2 Separacao do movimento radial
3.3.2.1 Ex: Assimptotas dos polin6mios de Laguerre

Derive as solugoes assimptdéticas das soluges da equagao (3.43).

3.3.2.2 Ex: Equacao de Laguerre

Mostre que a equagao (3.43) se transforme com o ansatz (3.44) para a equacao (3.45).

3.3.2.3 Ex: Funcoes de Laguerre

Utilizando a relacao de ortogonalidade dos polinémios associados de Laguerre,

/ pae_pLgla)(p)L,(ﬁ)(p)dp — Wén,m
0 .

© |
/ pa+lepL£La)p2dp:(n;;a)'(2n+a+1) 7
0

e as formula de recursao,

LV (p) = (n— p)LED (or) + (n+ )L, (p)

@)

pL D (p) = (n+ @)L, (p) — (n — p) L (p)

a. calcule a constante de normalizagao D,,; para um atomo hidrogenoide com ntimero atomico

Z;
(-5
<71“>ntzm - ”iB '

b. calcule o valor médio

N

c. calcule o valor médio

3.3.2.4 Ex: Modelo de Bohr

A partir dos resultados acima, obtenha o valor esperado (r) para os estados Wigo, Wa10 € W32
do dtomo de hidrogénio. Compare os resultados com aqueles do modelo de Bohr.

3.3.2.5 Ex: Modelo de Bohr

Calcule, para o estado W35 do dtomo de hidrogénio, os valores esperados (1) e (p?).

A partir dos resultados, obtenha os valores esperados das energias cinética e potencial, (T') e
(V), e mostre que, de acordo com o teorema virial, (T') = —(1/2)(V). Compare os resultados
com o modelo de Bohr.
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3.3.2.6 Ex: Elementos da matriz de transigao

Usando as seguintes funcdes de onda (nio normalizadas) do hidrogénio, ¥100(r) = €7, ¥210(r) =
7e~7/2 cos 0 e o141 (r) = Fe /2 sin fe? | calcule os elementos de matriz a. (¥100|Z|1210), b. (¥100]Z|1211),
c. (P100|Z — 1g|1210) € d. (Y100|T — ig|tb211). Tente interpretar os resultados. Formulério:

[o¢] v ™ ™
/ zte 324y = % , / sin® zdx = , / coszsinzdr =0 / cos? x sin zdx = % .
0 0 0 0

o~



66

CAPITULO 3. ATOMOS HIDROGENOIDOS



Capitulo 4

Rotacoes

4.1 Momento angular

4.1.1 Operador do momento angular orbital

A definigdo do momento angular é

& &, &,

l=ftxp=—iitxV=—ih|lz y =z|. (4.1)
Or Oy 0.
Para entender melhor as propriedades do operador do momento angular na mecanica quantica
derivaremos nos Excs. , e algumas das suas propriedades.

A

Figura 4.1: Tlustragao do momento angular na mecanica quantica.

4.1.1.1 Constantes do movimento
Para um potencial radial, os operadores 12 e [, sdo constantes do movimento,
[H,l,]=0=[H,1?. (4.2)

Supomos agora que ja tivemos resolvido a equacao radial. Nesse caso, conhecemos os auto-
valores E de H e temos,

[H,1.) = Hhm|y) = LEp =0 e [H,Pljg) = HR?I(I+ 1)) —PE[) =0.  (4.3)
O Exc. pede para mostrar explicitamente no exemplo de um oscilador harmoénico trés-
dimensional isotrépico que 12 e [, sdo constantes do movimento.
4.1.1.2 Estados do momento angular

Jé encontramos os autovalores e autofungoes comuns dos operadores el [vide Egs. (3.23) e
(3.26)]. Utilizamos agora a notagao |l, m) = Y, (0, ¢) para as autofungoes,

BlL,m) =R+ D)|L,m) e LJl,m)=hm|l,m) . (4.4)

67
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4.1.2 Algebra SU(2) do momento angular e spin

Até aqui, resolvemos a equacao angular de autovalores na representacao espacial para um mo-
mento angular orbital, I =# x p. Mas nao é claro que cada momento angular tem essa repre-
sentacao. Na verdade, veremos que o elétron tem um spin intrinseco sem cargas orbitandos. O
que devemos mostrar agora é, que para um qualquer spin, j, satisfazendo

jxj=inj, (4.5)

obtemos uma &lgebra consistente.
Como j? e j, comutam, eles tém autofungdes comuns |j, m). Podemos escrever os autovalores
assim,

.]2‘]¢m> :hzj(]+1)|]7m> € 32‘]?m> :hm’]7m> ’ (46)
onde, por enquanto, sé6 sabemos que m é real e j > 0. Mas com <j,m|52\j, m) > (j,m|j2|7,m) é
claro que j(j + 1) > m2.
4.1.2.1 Operador de subida e descida
Agora introduzimos operador de subida j, e o operador de descida j_ por

j’i = jm + ij'y tais que j'_ = jl .

E facil mostrar as seguintes relagoes

~

Uerie) = +hie e [1% 4] = e Jrix=3>—J2Fhj. . (4.7)

Com isso achamos

Jegeliym) = ([, ja) + Jadz)|d, m) = h(m £ 1)j1]j, m) (4.8)
PZxldm) = ja3Pg,m) = K25 (5 + 1)jx]j, m) .

Isto é, j+|7,m) é um autoestado de j2 e 7, com os autovalores j e m=+1 se ji|j, m) # 0. Portanto,

Para ndo ultrapassar a condigdo j(j + 1) > m? precisamos fixar j’i |7,£j) = 0. Portanto, para
um j especificado, o m pode ter um dos 2j + 1 valores possiveis m = —j,—j + 1,..,5. Como
27 + 1 é um ndmero inteiro, j sé pode ter os valores 7 = 0, %, 1, %, ... Com isso, a equagao de

autovalores das observéveis j2,j é resolvida, pois poderfamos ter escolhido, em vez de j,, cada
uma das componentes de j, sabendo que as outras nao comutam com a escolhida.

Todas as componentes do spin j, e do raio j2 s6 tém autovalores discretos. A menor unidade
. . TN
¢ h/2. Com a normalizacao (j, m|j’,m') = 6; 0y m/ temos

(G, mljziel,m) = P2[i(j + 1) —m(m £ 1)] , (4.11)

jelim) = h/§(G+1) —m(m £ 1)|j,m£1) . (4.12)
Vide Exc. , e
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4.1.3 O spin do elétron

Cada momento angular gera um momento dipolar, p; < l;, interagindo com campos magnéticos
externos, Vj(B) = p; - B. Campos magnéticos inhomogéneos exercem forcas sobre momentos
dipolares, F = —V(y; - B), que sao detectadas pela ezperiéncia de Stern-Gerlach. Esse ex-
periéncia revela nao s6 a quantizacdo do momento angular, mas também a presencia de valores
semi-integrais para o niimero quantico magnético.

Em 1925 Uhlenbeck e Goudsmit propunham que o elétron teria um momento angular
intrinseco com o nimero quantico s = 1/2. Esse momento angular, chamado spin, ndo cor-
responde 4 nenhuma 6rbita de massas ou de distribuicoes de cargas dentro do raio cldssico do
elétron do tipo 1 =r x p. O spin é um fenémeno puramente quantico, pois desaparece quando
h — 0. Se acredita, hoje em dia, que o elétron é realmente puntiforme sem desviacao de-
tectavel da lei de Coulomb em todas as distancias. O spin do elétron nao segue da equagao de
Schrodinger, mas pode ser incluido, ad hoc. E interessante, que é uma consequéncia necessaria
da derivagao estringente relativistica da mecanica quéantica pelo Paul Dirac.

Para caracterizar o spin, podemos usar todo o aparelho formal SU(2) da mecanica quantica
do momento angular:

Sl.43) =135, %5) . &l5.E5) =55+ Sr=0x =355 F3 - (413)

Os operadores 64 sdo as matrizes de Pauli.

4.2 Acoplamento de momentos angulares

Particulas orbitandas eletricamente carregadas produzem um campo magnético. Esse campo
pode influenciar o movimento de outras particulas. Do mesmo jeito, o spin de um elétron pode
influenciar o seu préprio movimento. Isto é, os momentos angulares podem se acoplar e interagir
de maneira complicada. Mesmo para descrever o comportamento de um atomo tao simples como
0 hidrogénio num campo exterior, precisamos construir os auto-estados do momento angular
total resultando de um acoplamento do spin intrinseco do elétron e do seu movimento orbital.

Um dos sistemas de acoplamentos mais comuns é aquele dos momentos angulares de todos
os elétrons para um momento angular total, L =, Iy, seguido por um acoplamento de L com
o spin total, S = ", sk, para formar o momento angular, J = L 4+ S. Designamos momentos
totais por letras maiusculas.

4.2.1 Bases desacopladas e acopladas

Os momentos angulares de dois particulas ou dois momentos angulares de origens diferentes em
uma particula representam graus de liberdade independentes, [j1,j2] = 0. Sem interacdo entre
os momentos angulares os espagos de Hilbert sao ortogonais:

Hy®Hy = <7él 7&2) . (4.14)

As autofungoes agem sobre um espaco da dimensao, dim H; + dim Ha:
g1, mj1; J2, M) (4.15)

Isto é, existe um conjunto completo de operadores comutandos {j%,jl z,j%,jgz}.
Agora estudamos as propriedades do momento angular total: j = j; + j. Vide Exc. ,
, e
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Por isso, podemos especificar os ntimeros quanticos ji, jo2, j simultaneamente. Como vale
[52, -] = 0, também podemos dar m;. O conjunto {j%,j%,?, J-} represente um conjunto completo
de operadores comutandos. Eles tém a base |(j1, j2)j, m;).

Para descrever os dois momentos angulares simultaneamente devemos escolher entre a ima-
gem desacoplada |j1,m;j1;j2,m;1) e a imagem acoplada |(j1, j2)j, m;). Por enquanto, a escolha
da imagem nao faz diferencia, mas veremos mais tarde que pode existir uma energia associada
ao acoplamento. Neste caso, mostraremos mais tarde, que a escolha da base acoplada é mais
natural, porque a energia comuta como [ﬁ,jz] =0= [ﬁ,jz] mas [ﬁ,ﬁ] £0# [f[,j%]

Y
mj

v

Figura 4.2: Ilustracao do acoplamento de dois momentos angulares.

4.2.1.1 Valores permitidos do momento angular total

Como nao especificamos energia de interagdo entre os spins ou entre spins e campos externos,
todos estados sao energeticamente degenerados. Na imagem desacoplada a degenerescéncia é
facilmente calculada,

Ji J2
#= > > 1= +1)22+1). (4.16)
mj1=—j1 mja=—j2

Agora precisamos encontrar os valores possiveis de j e m; na imagem acoplada. Os valores
de m; seguem imediatamente de ji + jo = j,

mi = mj1+ mja . (4.17)
Com |mj1| < ji1 e |mja| < jo os valores de m; sao limitados &
my < i+ s (4.13)

Vide Exc.

3
Po,12

Figura 4.3: Exemplo para o acoplamento spin-6rbita L - S para dois elétrons.

Frequentemente conhecemos os dois momentos angulares j; e jo e todos os seus projecoes na
base desacoplada,
Imji| <j1 e |myo| <Jja. (4.19)
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Para achar os ntimeros quanticos na base acoplada, arranjamos os estados seguinte o niimero
quantico magnético total m;. Podemos, sem restricao da generalidade concentrar na situacao
J12> Ja

H imagem desacoplada imagem acoplada H
Imj| <j1 , |mya| < jo J=J1+J2
Imji| < g1, |mye| <ja—1 J=n+g o, myl<j
Imji| <j1—1, [mja| <o j=n+tp-1, [mj|<j
Imj| <jr o, [mya| < g2 —2 j=gitj2, Iml <

mj | <ji—1, [mjp|<jo—1|j=ji+j—1, |mj|<j
mj1| <j1—2 , |mj2| < jo J=J1+je—2, Imj| <

imj1| < g1, |mya| <0 j=gi+g2, |myl <j

mji| <j1—1 , |mj <1 J=g1+j—1, |mj|<j
Imj1| <0, |mja| < jo j=j1—Jo , Imy|<j

Os valores possiveis de j sdo portanto
1 —del <j<ji+J2. (4.20)

Isso se chama serie de Clebsch-Gordan. Cada valor de j tem a degenerescéncia 2j + 1. Portanto,
a degenerescéncia total é
J1+72
> 2 +1=(21 +1)(252+1) . (4.21)
j=lj1—j2l
Vide Exc. , e

4.2.2 Coeficientes de Clebsch-Gordan

Por enquanto, s6 vamos descrever como adicionar dois momentos angulares, j; e jo. Como eles
agem sobre diferentes graus de liberdade,

[@1-J1,d2 2] =0, (4.22)

para arbitrarios vetores di. Temos um sistema de autovetores comuns, |7, j1, jo, m1, m2), onde
7 sao os autovalores de outros observaveis comutando com 31 e jg. Esses autovetores dao os
valores h?j1(j1 + 1) e h%j2(ja + 1) para os observaveis j% e jg e hmy e hmsy para os observiveis
Jz1 € jz2. O numero de estados é (251 +1)(2j2 4+ 1). Agora queremos construir estados descritos
por j = j1 + j2. Como X X

.37 =0=10.33 . (4.23)
existem autoestados |j1, j2, 7, m) comuns para o conjunto de observéveis j%, j%, 52 e j’z. Esses
autoestados sao combinacoes lineares dos estados individuais,

‘(jlvj?)jam>: Z |j17j2)mlam2><j17j2)ml7m2‘(j17j2)j7m> (424)

mi,m2
_ . g2l J
= Y i1, 2, m1,ma) <m1 o m) :

mi,m2
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O coeficiente matricial se chama coeficiente de Clebsch-Gordan. Os Clebsch-Gordans desapare-

cem se as condicoes!

ji—del<ji<n+j e m=—ji—jo,—j1i—Jo+1,.,51+J (4.25)

nao estao satisfeitas.
As matrizes unitdrias de transformacao entre bases desacopladas e acopladas,

(j1, 42)7, m) = Ucaclit, mi; ja, ma) (4.26)
sao listadas em tabelas dos coeficientes de Clebsch-Gordans, p.ex. para o sistema de dois spins
% temos,

1 0 0 0
(3, 3)1,+1) |3, +31 5, +3)
21 0 1 1 [ S
’(???)17(» — 2 2 ’%’_?;%’—i—?} (427)
|(§’§)070> 0 % — % 0 |§7+§;§7_§>
|(%7%)17_1> |la_l;l>_l>
0 0 0 1 207 2,207 2
Vide Exc. , ; ) ) €

4.2.2.1 Acoplamento de trés momentos angulares

Trés momentos angulares podem acoplar-se em trés configuragoes diferentes: Primeiro j; com
Jj2, depois o spin total (j1,j2)j12 com o terceiro js. Utilizamos a notacao |[(j1,72)712,73]J) ou
I[(41, 73) 713, J2)J) ou |[(Jje, js)j23, j1]J). O reacoplamento de trés spins é descrito por simbolos

{65}

4.2.2.2 Notagao dos estados em atomos em acoplamento LS

Num &4tomo, frequentemente os spins dos elétrons se acoplam para um spin total, S = ", sy,
e separadamente os momentos angulares orbitais se acoplam para um momento angular orbital
total, L = >, 1;. Esse dois spins totais agora se acoplam para um momento angular total,
J =L+ S. Quando esse acoplamento LS acontece, para caracterizar os estados eletrénicos em
atomos se usa a notagao seguinte:

2541 (4.28)
4.2.2.3 Acoplamento jj

Também existe o caso que para cada elétron o spin se acopla com o momento orbital, j. = 1x +sg,
antes de se acoplar os momentos angulares de todos os elétron, J = >, ji. Isso se chama aco-

Ver [2], p.111 ou [14], p.119. Os Clebsch-Gordans sdo relacionados com os simbolos (35) de Wigner:

(o 22 ]2)= (o o 5,) =P VaGim

m mi ma —m

X \/(jl + m)!(j1 — m)!(J2 + m2)!(j2 — m2)1(5 + m)!(j — m)!
Z (-1
— tl(m1 — j2 +j + ) (—jr — ma + j + )11 + j2 — J — )11 — ma — 8)!(j2 + m2 — 1)!

oy U g = D = g+ )N (g1 + g2 + )]
onde A = - - - .
n (J1424) Githatit D)
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plamento jj. O reacoplamento dos quatro spins |[(l1, s2)j1, (l2, s2)]J) — |[(I1,12)L, (s1, $2)S]J)

i Iy L
¢ descrito por simbolos {95} =< s1 sz S
g2 J
4.3 Exercicios
4.3.1 Momento angular
4.3.1.1 Ex: Ginastica de operadores de momento angular

Mostre 1x 1=l e [I,,1,] = ihl..

4.3.1.2 Ex: Tensor de Levi-Civita

Mostre [lg, 7] = thrpegmn onde o Levi-Civita tensor é definido por exp,, = 1 quando (kmn) é
uma permutacao par de (123), gy = —1 para uma permutagdo impar e €g,, = 0 se dois dos
indices sao iguais.

4.3.1.3 Ex: Ginastica de operadores de momento angular

Mostre [12,1] = 0.

4.3.1.4 Ex: Oscilador harmonico trés-dimensional

Mostre para um oscilador harmoénico trés-dimensional isotropico [H,12] = [H,l,] = 0. Faz
célculos explicitos, isto é, mostre

27 mo2.2 7 2 12 m 2.2 32
[;—m,lz}:():[gwr,lz} e [p—l}:():[gwr,l}.

2m>

4.3.2 Acoplamento de momentos angulares
4.3.2.1 Ex: Acoplamento spin-6rbita

a. Mostre que o operador L - S associado ao acoplamento spin-érbita, satisfaz a relacao L - S =
L,S,+ (LyS_+L_S4)/2.

Obtenha a representacao matricial do operador L - S, considerando as bases:

b. {|mj1) ® |mj2)} dos autoestados comuns aos operadores J%, J3, J1., Jos;

c. {|J, M)}, associada aos operadores J2, J3, J2, J,.

4.3.2.2 Ex: Ginastica de operadores do momento angular

Utilize o modelo vetorial para a soma de momentos angulares para a derivacao do valor do
angulo entre os vetores que representam

a. dois spins a(= |+));

b. um spin « e outro # num estado com S =1 e Mg = 0;

c. um spin « e outro 8 num estado com S =0e Mg = 0.

d. Derive os resultados dos itens a., b. e c. considerando os correspondentes valores esperados
do operador s, - sg.
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4.3.2.3 Ex: Ginastica de operadores de momento angular

Mostra que se j. € preciso, j; e j, sao imprecisos.

4.3.2.4 Ex: Ginastica de operadores de momento angular

Calcule os elementos da matriz de j, e jg

4.3.2.5 Ex: Ginastica de operadores de momento angular

Mostre que ji; + jo ¢ um momento angular, mas nao j; — js.

4.3.2.6 Ex: Ginastica de operadores de momento angular

Mostre [52,3%] =0= [32,35}

4.3.2.7 Ex: Ginastica de operadores de momento angular

Mostre que {j?,j3,j% j.} é um CCOC; isto é, mostre que j? ndo comute com ji, ou jo, e que
nao podemos especificar m;; ou mjz junto com j.

4.3.2.8 Ex: Ginastica de operadores de momento angular

Ache todos estados possiveis com os momentos angulares j; = 1 e jo = 1/2 nas imagens desa-
coplados e acoplados.

4.3.2.9 Ex: Multiplicidade de momentos angular acoplados

Verifique # = (21 + 1)(2j2 + 1) dentra da representagao acoplada.

4.3.2.10 Ex: Estrutura fina e hiperfina do atomo de rubidio

1. O atomo de rubidio ®Rb tem um elétron de valéncia. No primeiro estado excitado esse elétron
tem o momento angular orbital, L = 1. Quais sao os estados possiveis?

2. No estado seu estado fundamental deste &tomo o momento angular total dos elétrons, J, acopla
com o spin do nicleo, I = 5/2, para formar o momento angular total F = J + I. Determine os
valores possiveis para o momento angular F' e o niimero quantico magnético mp.

4.3.2.11 Ex: Ginastica de operadores do momento angular

Determine para os estados S 5 € P35 de um dtomo com o spin nuclear [ = 3 /2 com acoplamento

hiperfino J - I como os autoestados da base acoplada se expandem na base desacoplada. Nao
consideramos campo magnético externo.

4.3.2.12 Ex: Expansao do momento angular acoplado numa base desacoplada

a. Consideramos o dtomo de 8"Rb que tem o momento angular nuclear I = 3/2. Quais sdo
os estados hiperfinos F' possiveis resultando de um acoplamento de I com o momento angular
eletronico total do estado fundamental 2.5, 27 Quais sao os sub-estados Zeeman possiveis dos
F?

b. Quais sao os estados hiperfinos F’ possiveis resultando de um acoplamento de I com o
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momento angular eletronico total do estado excitado 2P; /29 F’ = 27 Quais sao os sub-estados
Zeeman possiveis dos F'?

c. Uma transicao entre um estado hiperfino fundamental e um estado hiperfino excitado pode ser
descrita por um acoplamento do momento angular total /' com o momento angular do féton &
formando o momento angular do estado excitado F’. Para ver isso, consideramos agora os niveis
F =1e F' = 2. Expande o momento angular acoplado |(F,x)F',mg) = |(1,1)2, mp/) numa
base desacoplada para cada valor de mp possivel. Utilize a tabela na Fig. 4.4 para determinar
os coeficientes de Clebsch-Gordan.

Note bem: Os Clebsch-Gordans comparam s6 as forcas das transigoes entre varios sub-estados
Zeeman do mesmo par (F, F’). Para comparar as forcas entre diferentes pares (F, F') é preciso
calcular os coeficientes 6.

4.3.2.13 Ex: Ginastica de operadores do momento angular

Considere o problema da adigdo do momento angular orbital ¢ e de um spin 1/2. Obtenha os
21+ 1 estados [£+1/2,m;), além dos 2[ estados |[¢ —1/2,m;) (que constituem uma base comum
aos operadores £2, s2, j?, j.), expandidos na base |mj,ms) dos autoestados dos operadores 12,
s?, ¢,, s, Vocé pode simplificar o procedimento derivando duas relaces de recorréncia das quais
decorrem os estados desejados.?

4.3.2.14 Ex: Ginastica de operadores de momento angular

Considere o problema da adigdo dos momentos angulares j; = 1 e jo = 1/2:

a. Quais os possiveis valores de m e j, em que j2|j,m) = j(j + 1)h2|j,m) e j.|4,m) = mh|j, m)?
b. Quais as degenerescéncias gj, j,(m)?

c. Encontre os estados da base {|7,m)}, comum aos operadores j?, j3, j, j., expandidos na base
{I71,m1) @ |j2, ma)} dos autoestados de j, j3, jiz, jo--

4.3.2.15 Ex: Bases (des-)acopladas dos harmoénicos esféricos
Expande o estado tripleto 3Py do estroncio numa base desacoplada e escreve a matriz da trans-
formacao entre as bases.

4.3.2.16 Ex: Ginastica de operadores de momento angular

Dado os momentos ji e j2, e sendo Ci,, m, 0s coeficientes de Clebsch-Gordan, prove que
2
Zml,mg ’Cm11m2’ - 1

2Veja Cohen-Tannoudji, Vol.2, Complemento A_X.
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Figura 4.4: Coeficientes Clebsch-Gordan.




Capitulo 5

Métodos de aproximacao

Praticamente cada problema o que vai além do poco de potencial, do oscilador harmonico ou
do dtomo de hidrogénio sem spin e campos externos é impossivel resolver analiticamente. Nesse
capitulo vamos falar de técnicas para resolver aproximadamente problemas em situacoes mais
realisticas. Existem trés métodos bésicos: 1. O método de perturbagao estaciondria ou de
perturbacao dependente do tempo é util para avaliar pequenas perturbacoes do sistema, por
exemplo, por campos elétricos ou magnéticos externos; 2. o método variacional serve para achar
e melhorar chutes para as fungoes de onda motivadas pelas simetrias do sistema; 3. o método
de campos auto-consistentes é um método iterativo de resolver a equagao de Schrédinger.

5.1 Perturbagoes estacionarias

5.1.1 Meétodo de perturbacao independente do tempo

Vamos agora generalizar teoria de perturbacao independente do tempo (TPIT) para sistemas de
muitos niveis. Separamos o hamiltoniano em uma parte nao perturbada

HO @y = B0y (5.1)
e perturbagoes proporcionais a pequenos parametros A,
H=HO 4+ \AM  2F® 4 (5.2)
As funcbes de onda perturbadas sao
) = 1©) + Aty + X2[w) + ., (5.3)

e as energias
E=EO 4 \EM £ N2E@ 4 (5.4)

As contribuigbes oc A" sao as correcoes de ordem n. A equacgao que precisamos resolver agora é
Hl|y) = ElY) . (5.5)

Inserindo todas as expansoes acima e segregando todos as ordens de \¥, achamos o seguinte
sistema de equacoes,

HO 0y = E0)]4(0)y (5.6)
(HO — BO)|pM)y = §
(HO — EO)|2)y =

77
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5.1.1.1 Corregao de primeira ordem para a energia

Agora consideramos auto-estados [¢p(1) = \¢é1)> e expandimos a correcao de primeira ordem da

funcao de onda em uma combinacao linear dos autovetores nao perturbados |17ZJ£LO)> = |n),
W)= Im)(mlyp) (5.7)
m
e inserimos na segunda equacao e multiplicamos com (n|

(n| (A = EP) Y fm)(m|ei)) = 0= (n| EY — HW|n) . (5.8)

Obtemos para a corregao de primeira ordem para a energia de estados nao perturbados
EW = (n|HY|n) . (5.9)

Vide Exc.

5.1.1.2 Corregao de primeira ordem para a fungao de onda

Agora vamos olhar para a correcao de primeira ordem para a funcao de onda,
(mlAO — EQpD) = (m] EQ — AD ) (5.10)

Quando n = m, o lado esquerdo desta equagdo desaparece. Portanto, ET(«LI) — <nﬁ Min) =0, e

podemos nés restringir para os termos n # m descartando os termos em E,(ZI),
EN6n — (m[HO ) (m|AD|n)

<m|¢ > 1(79) B E,,(LO) = E7(LO) _ Ef??) . (5'11)

Obtemos para a correcao de primeira ordem para a energia dos estados,

WD) = 3 D) = 3 jm) m‘HEi. (512

m#n

Esse procedimento simula a distor¢ao do estado por misturas com outros estados. A perturbacao
induz transicoes virtuais para outros estados. A perturbagao é grande quando os niveis admistos
sao pertos.

5.1.1.3 Correcao de segunda ordem para a energia

Para calcular a correcao de segunda ordem para a energia expandimos a correcao de segunda
ordem,

D)= Im)mly?) (5.13)
m
e importamos na terceira equacao (5.6) e multiplicamos com (n|,

(n|(HO =E) Y m)(m[F) = (n|(EP —H®)n)+(n|(E) - HD) Zlm (mlyM) . (5.14)
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Agora,
S ) (EY — ED ) = 0= B — (nl Ay + 3 i) (B b0 — (ol O |m))

(5.15)
O lado esquerdo desta equacao desaparece. Além disso, no lado direito, para n # m, o termo

1 R L

ET(Z )5nm desaparece e para n = m a paréntese inteira desaparece. Portanto, podemos descartar o
W 1 . . Inserind fici

termo F, ' completamente e nds e restringir a soma para termos n # m. Inserindo os coeficientes

<m|¢)£})>, obtemos finalmente,

. (1) JZ2E0)
&) _ 5 (n[H W |m) (m| HD |n)
E} (n|H'"|n) + E 5O _ g0 . (5.16)

m#n

O primeiro termo é similar & correcao de primeira ordem; o valor esperado da perturbacao de
segunda ordem nos estados nao perturbados. O segundo termo descreve o deslocamento das
energias através de transigbes possiveis temporarias para outros estados. Vide Exc. ,
e
)

5.1.2 TPIT com estados degenerados

Observa-se que o efeito da perturbagao é maior — porém finito — para estados degenerados. Con-
tudo, pelas expressoes derivadas para as corregoes tanto das energias quanto das fungoes de onda,
podemos inferir que estas correcoes podem tornar-se muito grandes para pequenas perturbagoes
ou mesmo divergir. No entanto, o fato que cada combinacao linear de funcoes degeneradas
também é uma auto-funcao do hamiltoniano nés da a liberdade de escolher a combinacao mais
similar 4 forma final das func¢oes perturbadas. Por exemplo, considerando uma perturbagao por
um campo magnético pode tornar-se vantajoso expandir as fungoes esférica Y}, numa base de
coordenadas cilindricas'. Veremos agora que podemos resolver ambos os problemas, selecio da
combinacao inicial é prevencao de denominadores divergentes em uma vez, sem especificar a
expansao explicitamente.

Consideramos auto-estados |n, ) com a energia E7(10) sendo 1 vezes degenerada a respeito do
ntumero quantico v, v = 1, ..,r. Todos estados satisfazem

HOn vy = EQn vy . (5.17)

Construimos combinagoes que mais assemelham-se os estados perturbados
T
= E cu|n,v) . (5.18)
v=1

Quando a perturbacao H®D esta aplicada, supomos que o estado 1?7(1(2 é distorcido para o estado

(0)

semelhante 1),,,,, € a energia muda de Ej,"” para E,,. Precisamos agora do indice p para etiquetar
a energia, pois a degenerescéncia pode ser removida pela perturbagdao. Como antes, escrevemos
agora,

H=HO 4+ xg® + XA 4 (5.19)
\wm) = [ + All)) + A2!w§,2>
Epy=EQ + AE() + XEQ) +

'Um outro exemplo seria a preferéncia para a base acoplada |(1, s)§,m;) em comparacio com a base deacoplada
|l,my,s,ms) sabendo que a degenerescéncia em j é levada quando existe uma energia associada & interagio dos
momentos angulares e a degenerescéncia em m; é levada quando aplicamos um campo magnético.
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Substituicao dessas expansoes em H |n,) = Epy|thn,), € colecao das ordens de A até primeira
ordem da,

: <0>\w<0>> _ E<o>|¢g2> (5.20)
(B — HO )y = (ES) — HO)p0) .

Como antes, tentamos exprimir as corregoes de primeira ordem para as fungoes de onda
, ~ ~ 0 ~ 0
através das fungoes nao perturbadas degeneradas, |¢q(u2), e nao degeneradas, |LZJ,(n)>:2

WD =" el + > anm ) . (5.21)

Colocando isso na equagao de primeira ordem (5.84), obtemos,
> cuw(BD = B + Zanm —EDR) = (B - HO)G) . (5.22)
v
O primeiro termo desaparece. Inserindo a expansao (5.81),

> apm (B — E) D) = Zc,w\n V), (5.23)

e multiplicando os dois lados com (n, u|, obtemos zero na esquerda, pois podemos escolher os
estados degenerados |n, ) ortogonais. Portanto,

ZCW (n, pn, vy — (n, u HO|n, )] = 0 . (5.24)

Essa equacao secular (uma para cada v), e um conjunto de r equagoes lineares para os coeficientes

cuv- A condicao para ter solucoes nao-triviais ¢é,
1 1

det((n, v|HO|n, p) — EN6,.) = 0. (5.25)

- . [ . 1 . -

A solugao dessa determinante secular da as energias E,L(L) procuradas. Depois a solucao das

equacao secular para cada valor de energia da os coeficientes definindo a melhor forma de com-

binacoes lineares a perturbacao.
Diferentemente aos calculos anteriores com estados degenerados, aqui consideramos com-

binagoes lineares dos vetores do subespaco degenerado antes de por a perturbacao. Vide
Exc. e

5.2 Meétodo variacional

5.2.1 A fracao de Rayleigh

Supomos que queremos calcular a energia do estado fundamental F, de um sistema descrito
por um hamiltoniano H , mas nao conhecemos a funcao de onda e nao sabemos como resolver a
equacao de Schrodinger. Se pelo menos tivéssemos uma boa ideia da forma genérica da solugao
(gaussiano, sinusoidal,..), poderfamos fazer um chute com um parametro livre e otimizar o
parametro minimizando a energia, que deve ser minima para o estado fundamental. Isso é

. ~ . . ~ 1 , .
2Note, que etiquetamos todos os estados ndo degenerados com o estado sob investigagdo |¢£L,2) com o indice
m, mesmo se existem degenerescéncias entre eles mesmo.
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exatamente a ideia do método variacional. Nota bem que o método variacional sé funciona com
o estado fundamental.
Para qualquer funcao ¢ sabemos que a fracio de Rayleigh & satisfaz,

o Wl
g =
(¥[¥)
nao sé quando ¥ é a funcao de um estado excitado, mas mesmo quando representa um chute
(imperfeito) para o estado fundamental. Assumindo fungoes normalizadas podemos descartar
o denominador (¢|t)) = 1. Para verificar o teorema, expandimos a funcao 1) em auto-fungoes
(desconhecidas) ortonormais, [¢)) =Y ¢plthy). Como ) estd normalizada,

L= () = > (Gmlchenlthn) =Y leal® - (5.27)

m,n

&, (5.26)

Do mesmo jeito, A A
(W H[Y) = (Wmlcs Henlton) = Enleal® . (5.28)

Como o estado fundamental é aquele da energia mais baixa, F, < E,, mostramos
By=EyY lenl <Y Enlen|® = (H) . (5.29)
n n

Na prética, o chute 1, para o estado fundamental permite calcular uma energia que deve
ser minimaliza por

O(alHaltba)

——=0. 5.30

9a (5.30)

Vide Exc.

5.2.2 Meétodo de Rayleigh-Ritz

Uma modificacao do método variacional é o método de Rayleigh-Ritz. Aqui, em vez de utili-
zar uma funcao ”chute”, utilizamos uma combinacao linear de auto-fungoes com coeficientes
varidveis: [¢) = >, cx|k). Esses varidveis sdo entdo otimizados para minimizar a fracao de
Rayleigh,
> km CkCm (k[ H|m)
E, < =£, (5.31)
2 k.m CkCm (K|m)

onde supomos coeficientes e auto-fungoes reais. Para isso, as derivadas por todos os coeficientes
devem desaparecer:

9 SpenlklHq) + Y cmlalHlm) S crem{klH|m) (3 crklg) + 32, em{alm)

2
e, > an (k) (s crem(klm))
(5.32)
_ Swen((kIHlg) — ECKIg) + 32, cm((al HIm) — E(glm)) _ 0
>k CrCm (|m) ’
utilizando a definigdo de £ (5.31). A equacao esta satisfeita quando o numerador desaparece:
0= cml(alHlm) —E(qlm)) . (5.33)

m
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A condicdo para a existéncia de solugoes é, que a determinante secular desaparece,
0 = det((q| H|m) — & (qlm)) - (5.34)

A solugao dessa equagao leve até um conjunto de valores £, e o valor mais baixo, Epin, € a
melhor aproximagao para a energia do estado fundamental. Os coeficientes da fungao de onda
sao obtidos resolvendo a auto-equacao com &;,. Vide Exc.

5.3 Perturbagoes temporais

Perturbagoes temporais tipicamente ocorrem quando subitamente ligamos um campo externo
que influencia o movimento ou o spin das particulas, ou quando o campo varia com o tempo,
por exemplo um campo elétromagnético. Vamos primeiro estudar um sistema de dois niveis.

5.3.1 Sistema de dois niveis

Escrevemos a perturbacao
H=H 4+ 3W @) . (5.35)

Como no caso da perturbagao estaciondria, escrevemos as energias e auto-fungdes do sistema
nao-perturbado,
Oln) = Ey|n) . (5.36)

A evolucao temporal desses auto-fungoes é dada por

[0 (1)) = [nyeEnt/h (5.37)

Para pequenas perturbagoes podemos esperar que o ansatz,

(1)) = ar ()] (1)) + as(®) |3 (1)) (5.38)

é bom. Note, que nao s6 as auto-fungoes oscilam, mas os coeficientes também dependem do
tempo, pois a composicao dos estados pode mudar. A probabilidade instantanea de se encontrar
o sistema no estado n é |a,(t)|?. Importando a combinacdo linear na equacdo de Schrédinger,

[0+ AO @] [0 0) = in SO ) (5.39)

achamos
mHOW) + a A0 1+ a AW +anHOR) = ih - [arpl) + aslol”)

(0) (0)
[aallw(0)> a‘”w )+ 18’1/]1 >+a26\¢2 >] (5.40)

ot ot
— ay HO[0) + ag HOp8) = ihan |[98V) + ihag ") |

pois os outros temos satisfazem a equacao de Schrodinger de zero ordem. Substituindo pelas
auto-fungoes estacionarias,

are” ERFO) 4 age BV |2) = ihare 1) + ihage~F2tM)2) | (5.41)
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e multiplicando essa equagao com (1|x e (2|x, achamos com a abrevia¢do hwy = Es — 1,
ihay = ap (1AW 1) + age ™ (1|HW|2) e ihag = a1e™ 2/ HW(1) +ag (2] HV]2) . (5.42)

Frequentemente, a perturbacdo sé induz um acoplamento, mas nao influencia as energias dire-
tamente, (n|H™M|n) =0,
twot

ih

—iwot

th

e (&

(Zl = az <]_|H |2> (§] dg = ai <2’H |1> (543)

Sem perturbacao, (m|H™"|n) = 0, néo se desenvolve uma dinamica; as auto-funcdes evoluem
independentemente.
5.3.2 A formula de Rabi

Agora, uma perturbacao seja de repente ligada no tempo t = 0, (1\ﬁ(1)]2> = hQ - O(t). Com
as equagoes de movimento podemos, comecando com a situacao inicial a1(0) e a2(0), calcular a

evolucao temporal,
—iwot

ay = —iQasge e ag = —iajet . (5.44)
Resolvemos esse sistema de equagoes diferenciais diferenciando uma e substituindo a outra,
ag = —idlﬂ*eiw()t + woalﬂ*eiwot = —a2|Q|2 + wpas . (5.45)
Achamos solucdes pelo ansatz ag = €™“0t/2(Ae't + Be~'Ct). A equacio para ag d4,
(1G + %wo)2AeiGt+i‘”0t/2 + (—iG + %wo)2Be*iGt+i‘”°t/2 (5.46)
_ _‘Q|2(AeiGt+iwot/2 + Be—iGt+iwot/2) (5‘47)
~+ dwg [(’LG + %wo)AeiGHi“’Ot/2 + (—iG + %wo)BxffiGt““’Ot/2
Separando as parte em A e em B obtemos duas equagdes com o mesmo resultado,

=|Q]* + 1§ . (5.48)

Q) se chama frequéncia de Rabi e G e a frequéncia generalizada de Rabi. Utilizando as condigoes
iniciais, a1(t) = 1 e a2(0) = 0, podemos fixar um dos coeficientes A e B, pois a2(0) = A+ B = 0,

ag = 2iAe™t 2 sin Gt . (5.49)
Importamos agora essa solugao na a equacao diferencial para aq,
a1 = 2QAe M2 5in Gt . (5.50)

O integral é
! jwot’ /2 ! 34t 2A t/2 1
ai(t) = / 20 A=V 2 gin Gt'dt’ = —ﬁe_wo / (G cos Gt + Fiwgsin Gt) . (5.51)
0
Utilizando a condicao de normalizacao,

2 . 2
+ ‘A2ie“"°t/2 sin Gt) (5.52)

2A _,
1=la1]?® + |ag)* = '—Q*e_“"ot/2 (G cos Gt + Jiwp sin Gt)

G2
= (G2 cos® Gt + iwg sin? Gt) + 4A%sin? Gt = 4A% —— aF -
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Portanto, A = |2]/2G. Em geral, podemos escolher (2 real, e a solugao final fica

a1 (t) = —e~wot/? (cos Gt + Z%) sin Gt> e ag(t)= %eiwm/? sin Gt . (5.53)

Quando as energias F, sao degeneradas, sob a influencia da perturbacao, as populacbes do
sistema oscilam com a frequéncia de Rabi 2. Quando as energias sao diferentes, a frequéncia de
oscilagao é major, mas a amplitude diminue também. O estado inicialmente vazio nunca alcanca
a populacao 1. Vide Exc.

5.3.3 Meétodo de perturbacao dependente do tempo

Agora vamos estudar sistemas com muitos niveis.
Na teoria de perturbacao dependente do tempo (TPDT) separamos o hamiltoniano em uma
parte estacionaria e uma parte dependente do tempo,34

A~

Ht)=HO £ xgW (1) . (5.54)

Como sempre, esse hamiltoniano satisfaz e equacao de Schrodinger,
L0 .
tho [0 (1)) = H{t)[$(?)) - (5.55)

Agora fazemos uma transformagao unitaria para imagem de intera¢ao com S(t) = =il Ot/h
substituindo |¢(t)) = S(t)|p(t)) e HV(t) = S(t)W (t)S~1(t) na equacio de Schrodinger. Esse

procedimento remove a parte estacionaria,
.0 X
iho6(t)) = AW @)]6(t)) - (5.56)

Se W também seria independente do tempo, a solugao seria simplesmente |¢(t)) = e= Wt/ "¢(0)).
Senao, integramos a equagcao,

() = 60D+ 5 [ Winlo(rar (5.57)

Substituindo |¢(7)) by |¢(t)) iteramos essa equacao,

t T
o) =100 + 53 [ () (o) + 5 [ Wimlotmlar, ) dn (5.58)

t 2t T
—lo0) + 5 [ Wanlo)+ () [ W [T Wimie)inan)

_ [ZnNzl (;)n /0 () /0 "W (). /0 Tnlw(Tn)dndTQ...dTn] 16(0)) + o(AN+1) .

3Veja Becker-Sauter II, p.118ff e [14], p.104ff. Um tratamento alternativo se acha em [9], p.191ff ou em
Blochinzew, p.332ff.

“Note, substituindo W por H") a equacdo (5.56), ihd;|p(t)) = HM (t)|¢(t)), corresponde a uma aproximagcao
perturbativa de primeira ordem, isto é, os autovalores da perturbagao H® 30 calculados com os autovetores do

sistema nao perturbado. Assim, em primeira ordem TPDT podemos substituir W por HD,
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Para N = 1, obtemos a primeira ordem da série de perturbacao®

oon = (144 [ W) o) (5.59

Os estados estacionérios do hamiltoniano nao-perturbado sejam dados por H(©) |f) = Ef|f).
Agora, os estados perturbados sdo expandidos nessa base, |¢(t)) = >_;[f)as(t). Os coeficientes
da expansao sao,

as(t) = (FIv(D) = (ISl (0) (5.60)
~ (FISOI60) + (1S / W (n)l6(0)dr
= () + 5 U / S(rW(r)s~ (1) [(0))dr
Agora, o sistema seja inicialmente no auto-estado [1/(0)) = |i). As amplitudes sao entao,
i (t) = (710) + /O GBS fIV () i)e B (5.61)

A
=52 [ Eear

O potencial varidvel é considerado como uma perturbacao, e uma variacao do estado do sis-
tema estd observada. Como a energia nao é conservada, [0, H (t)] # 0, a dependéncia do tempo
nao é separavel e o sistema troca energia com o potencial. Na teoria de perturbacao de primeira
ordem a gente s6 considera perturbacoes fracas, i.e. o estado inicial estd gradualmente esvazi-
ado, a;—i(dt) ~ a;;(0) = 1. Para um estado inicialmente vazio o crescimento é obviamente
consideravel. Para i # f temos

i (1) = i ) — ai,7(0) = 5 (I (1)l (5.62)

Vide Exc.

5.3.4 Métodos numéricos

As softwares ”Maple” ou ”"Matematica”’sao bem tteis para cédlculos analiticos, isto é, multipli-
car matrizes ou determinar autovalores. Para calculos numéricos a software ”Matlab”é mais
adaptada. Por exemplo, a evolugao temporal de uma equagao de Schrodinger,

[ (t)) = e 1P| 0)) (5.63)

pode ser calculada numa linha sé usando a funcao Matlab ”expm”.
Quando o sistema varia com o tempo, H(t), podemos dividir o tempo em pequenas unidades
dt e propagar a funcao de ondo como,

(4 d)) = e UMy ()) = () (1 - ifLar) (5.64)

5Para as ordens elevados

= [£2, (3) ([ 30 oo <[ (3 [ 10 o
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e reinserir a solu¢@o continuamente. Esse método de Newton nao converge rapidamente (dt deve
ser escolhido suficientemente pequeno, quando H (t) varia rapidamente), més existem outros
métodos mais sofisticados como o método de Runge-Kutta.

Uma variacao deste método é o método chamado de steepest descent. Este método é similar
ao método de Newton Eq. (5.91), mas substitui o tempo dt por um tempo imaginirio. Com
isso, a evolugdo temporal coerente da equagao de Schrodinger é substituida por uma evolugao
dissipativa. A perda de energia leva o sistema automaticamente para o estado fundamental. O
método também se aplica para equacoes mais complicadas do aque a equagao de Schrodinger,
por exemplo, a equacio de Gross-Pitaevskii 6

Um outro método numérico frequentemente utilizado na mecanica quantica é o método
chamado de simulacoes de Monte-Carlo da funcao de onda. Este método simula trajetérias
de sistemas quanticas tratando o ruido quéntico intrinseco como processos aleatérios afetando
a uniformidade da trajetéria. A vantagem do método é que se aplica também para sistemas

dissipativos.”.

5.4 Transicoes

5.4.1 Taxas de transigoes

Para comecar, consideramos uma perturbacao W constante subitamente ligada em ¢t = 0. Na
imagem de Schrodinger podemos escrever

t P 1— ezwlft
i (0) =By S UIW) [ eir =54 SAWNTE (o
0 szf
Obtemos para i # f,
A2 sin?(w; rt/2)
i (O = S (FIW iy Pl :
i O = T AW P (5.66)
Assim® p 2 2
da, - 2 A o SInwy;t 27r o
o7 laiss )7 = 5 [(fIW]0)] o2 > [(FIW )0 (wp — wi) (5.67)
para t — oo utilizando S22t = [* eirtdt "= ons(x).
A generalizagao dessa taxa de transicoes para todas ordens de perturbacao é
1 272 {FIW D) {1 W |4) )
- = 72 ‘ W)+ Z p— . (5.68)
A" <f|W‘l1><l1|’ln71><ln71|W|Z>
+— d 7 )
hm le, dn—1 (wi — wll) (wi - wln_l) (w f)

onde varios canais de decaimento f tenham sido considerados. Vide Exc.

Em pratica, muitas vezes as mudancas que fazemos num sistema sao lentes e os tempos das
observagoes sao longos, pois as frequéncias das transicoes sao altas wy; /27w ~ THz. Uma analise
temporal de |a; ¢()|> para tempos intermedidrios mostre, que para variagoes lentas, v < wy;,
o sistema se aproxima adiabaticamente da situagao final. Para v ~ wy;, o sistema recebe um
choque e exibe transientes oscilantes. Para 7 > wy;, observamos oscilagoes violentas com a
amplitude méxima.

5Vide a apostila do curso Optica Atémica do mesmo autor.
"Vide a apostila do curso Interacdo da luz com a matéria do mesmo autor.

8Utilizamos as regras trigonométricas sin z = 2sin Scosy e sinz=1— %cos 2x.

2
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Figura 5.1: Visualizacao grafica das vérias ordens de transigoes.

5.4.2 Perturbacoes periddicas

Consideramos, agora, o caso de uma perturbacao oscilatdria, por exemplo um campo eletro-
magnético. Em principio, o conhecimento das resposta do sistema para perturbagoes periddicas
nés permite tratar perturbacoes arbitrarias, pois podemos expandir-lhes em séries de Fourier.
Tratamos primeiro transi¢goes entre niveis discretos, antes de considerar estados incorporados
em continuos,

) _ 0 para t<0
Wi = { 2Wo coswt para t >0 (5.69)
A taxa de transicao fica
isp(t) = === | 2e"Ii7 coswtdr = .
a ﬁf( ) ih 0 e coswtar ih i(Wfi + w) + i(wfi — w) (5 70)

O primeiro termo sendo pequeno, desprezamos ele na aprozimacao da onda rotativae (rotating
wave approximation, RWA). Obtemos,

[(F[Woli)[? sin® 3 (wpi — w)t
.

i ()] = (5.71)

n? 1(wri —w)

Isso é o0 mesmo resultado como na formula de Rabi (5.78), s6 que a diferencia de energia entre os
estados wy; é deslocada pela frequéncia da perturbacao w. A quantidade Ay; = w—wy; se chama
dessintonia. A taxa de transicao é maxima quando tem ressonancia, isto é Ay; = 0. Neste caso,

|(fWoli)|?

= 2. (5.72)

|air(t) ’2 —
Isso pode ser visto, expandindo o numerador numa serie de Taylor para pequenos (wy; — w)t.
Note, que a probabilidade excede 1 para tempos longos, o que nao pode ocorrer. De fato, a
restricao para a primeira ordem na expansao de Taylor utilizada na derivacao na ultima equagao
deixe de ser vélida para tempos longos, quando (wg; — w)t > 1, e precisamos tomar em conta
ordens superiores.

5.4.2.1 Transigoes para niveis continuas

Quando o estado final fica dentro de um continuo, a formula (5.71) deve ser generalizada. Com
a densidade dos estados escrita na forma p(E), onde p(E)dE é o nimero de estados encontrados
no intervalo de energias entre E e E 4 dFE, a probabilidade de transicao é

Emax
Perlt) = [ o O p(EE] | (5.73)

min
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onde E € [Enmin, Fmaz] é 0 regime de energias alcangavel pela perturbagao. Agora,

Emaa | F|Woli)|? sin® 5 (By — Eq)t
P p(t :/ 2k E;)dE 5.74
— () B h2 4;72(Ef E)2 p( f) f- ( )

Com a substituicao = (Ey — E;)/2h escrevemos,

Pop(t) /xi’"n”” |<f!W£2|i)l2t2 sézj):gtp(x)dx ' (5.75)
Utilizando a representacao da funcao 4, §(z) = nhﬁ\lglo Lsinc?na, obtemos,
e A L NG
A taxa de transicao é, ) ,
Por(t) _ AT 5 g -
ou,
Wk 20 vy Poey — B (5.78)

Essa expressao se chama regra de ouro de Fermi. Vide Exc.

5.4.2.2 Distribuigao continua de frequéncias

Para derivar a Eq. (5.71), consideramos perturbagoes com frequéncias de oscilagao fixa. Para
tratar distribuicoes de frequéncias p(w), devemos generalizar esta equacao calculando o integral

[(f1Woi)|? sin? § (wy; — w)t
e / o(w) (waZ —E

laip(t)* = dw (5.79)

W i 2 00 . .
~ |<f|27;2|>|tg(wﬁ)/ sinc’xdr = — \( |Wg|2>|2g(wfi) .

—00

A aproximacao o(w) = o(wy;) pode ser feita, se a largura da funcao sinc é muito mais fina do que
a distribuicao de frequéncia, o que é o caso para tempos suficientemente longos, ¢ > 7/2A;.

A forga da transi¢do depende da forma da perturbagao W e do jeito como ela acopla aos
estados que ela estd conectando. Na aproximacdao dipolar, que vale quando A > apg, a transicao
elétrica dipolar (notagdo E1) é descrita por,

W =—ei-&=—ef-Ecoswt (5.80)

mas também existem a transicio quadrupolar (notagdo E2) e transi¢oes de ordem superior.
Veremos depois, que transicoes espontaneas s6 acontecem por radiacao dipolar. A matriz Dy; =
(flet|i) se chama matriz de transicao dipolar. Escolhendo uma polarizacao linear da luz como
& = &E,0é,, é suficiente calcular a projecdo do momento dipolar sobre o eixo z escrevendo
Z = 7 cosf, a matriz para uma transicao |n;lym;) — |nslymy) pode ser calculada por

z J—
an,lf,mf;ni,li,mi = e/RTLfl_f lfmerml Y, mzd r (581)

0o s 2
= e/ Rnlr?’Rn/l/dr/ leP[,”l cos 6 sin 9d6’/ ei(m*m/)‘bdqﬁ )
0 0 0
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O segundo integral desaparece, senao [ —1' = +1. O terceiro integral desaparece, senao m—m’ =
0,+1.
A taxa de absor¢ao de um campo de luz é,

Ri%f = %Piﬁf s (5.82)

porque o vetor £ pode ter qualquer polarizagao, mas s6 polarizagoes em direcao da oscilagao
do momento dipolar contribuem. O resultado (5.79) é simétrico sobre intercambio dos estados
iniciais e finais. Portanto, a taxa para o processo de emissdo induzida de luz é a mesma,

T
Ry i=Ri 5= @53|Dﬂ|29(wﬁ) : (5.83)
5.4.3 Radiacao do corpo negro

Fazemos, agora, um passa por traz e calculamos a densidade dos estados de radiagao numa caixa
cubica. A equacao de onda para a radiagao pode ser derivada dos equacoes de Maxwell da teoria
eletromagnética, (c720?/0t? — k?)€ = 0. Para resolver essa equacio inserimos o ansatz

€ « sin(ngmx /L) sin(nymy/L)sin(n,wz/L) , (5.84)

para obter
ny +ng+n?=4L/)* . (5.85)

O numero dos estados que podem ser colocados dentro de um raio de L/\ é

w27 L/ L/X A L3 L3w3
— _ 2 _ —

Esse numero deve ser multiplicado com dois por causa da degenerescéncia das polarizagoes. Isso
nos dé finalmente a densidade dos estados (normalizada pelo volume da caixa ctbica),

dN w?
= Thgn = 20 (5.87)

o(w)

Na fisica cléssica, os estados sao povoados seguinte a distribuicio de Boltzmann, pym,(E) =
e—E/kpT . . ~ . ..
T Em temperaturas baixas, estados com energia menor sao favorecidos. O primeiro

momento dessa distribuicio é a energia média E = kpT seguinte a lei de equiparticao® 9. A

9Classicamente, cada modo tem a mesma probabilidade.

. . . . —En/kpT o~
OPara derivar a formula de Planck, consideramos estados térmicos, p, = m, com a abreviagao
n e

- - -1 o
U= e "/*T ysando a regra 320, U™ = (1 — U) ™" achamos o numero médio

n=

- n 9 n U 1
A=Y npn=(1-U)> aU" =17z U"=1—r =G

A energia média é, com a hipbtese que a energia é quantizada, F, = nhw,

i _ —nhw/kpT __ hw

A probabilidade de ocupagao do estado n é

pn=(1-U)U" =
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distribuicao dos estados multiplicado com a energia média da a lei de Rayleigh-Jeans,

_ w2

J(w) = FEo(v) = kgT . (5.88)

mw2c3
O problema dessa lei é que ela prevé uma catastrofe UV. Isso motivou Planck tentar outra

formula,
w? hw

T@) = 53 et 1 (5.89)
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Figura 5.2: Curvas de Rayleigh-Jeans e de Einstein.

5.4.4 Probabilidades de transicoes de Einstein

Considerando o problema da transferéncia de energia entre o campo eletromagnético e uma
amostra de atomos em equilibrio térmico, Einstein chegou & conclusao que a regra de ouro de
Fermi descreve corretamente a absorcao mas nao contem todas contribuices a emissao.

Como &? o I, a perturbacio é proporcional & intensidade e a densidade de energia de
radiagdo monocromatica. Esta é

_1,_¢2
u(w) = 5e0&H (W) (5.90)

Para radia¢do ndo monocromadtica, precisamos multiplicar isso com a densidade dos estados p(w)
para obter a densidade espectral de energia,

J(w) = u(w)o(w) . (5.91)
Podemos utilizar essa densidade espectral de energia para reescrever as taxas de absorcao e
emissao (5.83),

7 J(wp)
6h2 %Eogg

Y
E|Dygil* = Riyy = TOJ(waDﬁIQ : (5.92)

Ryoi = 3h2e

onde J é dado pela formula de Planck (5.89).

Até agora, estamos assumindo, que as populacoes dos estados estao inicialmente N; = Ny =
1. Mas isso nao é verdade, pois a populacao dos niveis de energia de um sistema em equilibrio
térmico é dada pela lei de Boltzmann,

N; > Ny = NyeMwri/ksT (5.93)

Sabemos como a luz pode induzir transi¢coes para cima ou para baixo. Mas o que acontece com
atomos excitados sem luz injetada? Seguindo o raciocino de Einstein, supomos que dentro de
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um corpo negro tem atomos em dois estados possiveis i e k (seja ; < Ey) em equilibrio térmico
com a radiacao. A taxa de absor¢ao i — f é proporcional 4 populacao inicial N; e a densidade
de energia espectral 7,

Riﬁf = BifNij(w}vi) s (594)

onde B;y é uma constante, que depende das particularidades da transicao atomica. A taxa de
emissao induzida é

R¢_; = ByiN¢ T (wyi) (5.95)

onde By; = B;y. Como no equilibrio térmico Ny e N; sao relacionados pela lei de Boltzmann
(5.93), para garantir uma situagao estacionaria, devemos postular um processo de emissao es-
pontanea, Sy_,;, que nao depende do campo da luz. Assim,

Ri—>f = Rf—>i + Sf—n‘ (5-96)
BifNiJ (wyi) = ByiNyJ (wypi) + ApiNy .

Portanto,
A fi N f A fi 1

) = = . 5.97

Essa formula podemos agora comparar com a formula (5.89) e determinar os coeficientes de
Einstein,

Ap _ ey, : (5.98)
sz 7T203
A taxa de emissao espontanea estd agora,
hw?, hw?. R, w3,
Sji=AuNp= LB N, = L2 T _p2 5.99
f=i L R A A T (wyi) 37r607ic3| sil ( )

5.4.5 Largura natural de uma transigao

Seja I' = >, Sy,; a taxa de decaimento espontaneo do estado f. Isso significa, que a sua
populacao vai diminuindo,

Ny =-TN; . (5.100)

Como Ny = (P4[thy), temos [thf(t)) = 1 (0))e™srit=T#2 A transformada de Fourier é,

_ L > —iwt 34 __ L > iwpit—iwt—T¢/2

) = <= [ lwsne i = o= [ e dtlo(t) (5.101)
B 1 i ei(oinfw)tht/Q -1 B 1 1

N \/ﬂtiglo i(wp —w) —T/2 (1)) = V2 i(w —wyi) +T/2

[%o(t)) -

O espectro,
1 1

T2 (w—wp)2 —T2/4

[€(w)I? (5.102)

é uma distribui¢do de Lorentz. Note, que a largura natural pode ser escondida por efeitos de
alargamento de linha, como o efeito Doppler ou colisdes entre atomos.
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5.5 Exercicios

5.5.1 Perturbacoes estacionarias

5.5.1.1 Ex: Perturbagao

Demonstre que o produto escalar <¢7(10) |¢,(Ll)> (da corregao de primeira ordem ao estado do sistema
"perturbado”com o n-ésimo estado do hamiltoniano livre), anula-se quando impomos que o

estado ”perturbado”|1(\)) seja normalizado e que o produto <¢,(~LO)|¢(/\)> seja real.!!

5.5.1.2 Ex: Perturbacgao de sistema de dois niveis

Consideramos um sistema de dois niveis. Sem perturbacéo o sistema teria o hamiltoniano H©),

(0)

as autoenergias Ey 5 e as autofuncgoes W,Z)g. Agora ligamos uma perturbacao estaciondria da
forma H® = e(|1)(2] + |2)(1]).

a. Calcule as autoenergias resolvendo diretamente a equagao de Schrodinger perturbada.

b. Calcule as energias perturbadas usando TPIT e compare com o calculo exato das autoenergias.
c¢. Calcule os autoestados resolvendo diretamente a equacao de Schrodinger perturbada.

d. Calcule os estados perturbados usando TPIT e compare com o célculo exato das autofungoes.

5.5.1.3 Ex: Efeito Stark

Considere um oscilador harmonico carregado, imerso num campo elétrico uniforme &, descrito
pelo hamiltoniano HY = H + e£xz, sendo H = p*/2m + mw?x?/2 o hamiltoniano do oscilador
unidimensional livre, e e a carga do oscilador.

a. Obtenha, via TPIT, as auto-energias (corregoes de primeira a segunda ordem). Compare os
resultados obtidos via TPIT com os analiticos.!?

b. Mesma coisa com uma perturbacio da forma pmw?z?/2.

c. Mesma coisa com uma perturbacio ohwz?.

5.5.1.4 Ex: Elétron na caixa

Considere um elétron numa ”caixa unidimensional”, isto é, num pogo no intervalo z € [0, al
delimitado por paredes infinitos. Quando um campo uniforme £ é ligado também na direcao
x, o elétron experimenta uma forga igual a —e€, sendo —e a carga do elétron, de forma que a
energia potencial no interior da caixa torna-se efx.

a. Qual a energia do estado fundamental do elétron (em aproximagao de primeira ordem)?
Podemos assumir que e£a seja muito menor que a energia do estado fundamental do elétron na
caixa, na auséncia do campo elétrico.

b. Utilize a TPID em primeira ordem para obter uma aproximacao para a funcao de onda do
estado fundamental, calculando o primeiro termo da correcgao.

5.5.1.5 Ex: Pogo unidimensional

Considere um pocgo de potencial unidimensional entre —L/2 e L/2 com paredes infinitos. No
centro do pogo seja uma pequena perturbacao

—a

g € para 5 <x < §
~ | 0 fora dessa regiao .

"Veja [5], Cap XI, A-2.
2Veja [5], Complemento A_XI.
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Calcule a correcao para a energia em primeira ordem.

5.5.1.6 Ex: Perturbacgao

Calcule a correcao de primeira ordem para a energia de estados duplamente degenerados.

5.5.1.7 Ex: Perturbagao

Seja uma particula confinada & um poco ctbico tri-dimensional e infinito, descrito pela energia
potencial V(z,y,z) = 0para 0 < x < a, 0 <y <ael<z<aeV(xr,yz) = oo além da
regiao acima definida. Sabemos que os estados estacionarios da particula sao \I/Sﬂ),ny,nz (z,y,2) =

()"

a

. . Ny T . . . . . .
sin ("fT”x) sin (%y) sin (";’r z), sendo n,, ny, n. inteiros positivos. As energias associ-

adas sao E@,ny,nz = ;:52 (n?2 + ng +n?). Note que o estado fundamental nao é degenerado
enquanto o primeiro estado excitado é trés vezes degenerado. Considere que a particula nesta
caixa seja submetida a uma perturbacio da forma H®) =V} para 0 < z < a/2el0<y<al2e
H® = 0 além da regido acima definida.

a. Obtenha a correcao de primeira ordem da energia do estado fundamental.

b. Obtenha a corregao de primeira ordem para a energia (degenerada) do primeiro estado exci-
tado, além da base dtima (que decorre das combinagoes lineares dos estados degenerados) que

mais se aproxima dos estados perturbados.

5.5.2 Meétodo variacional
5.5.2.1 Ex: Método variacional

Obtenha, através do método variacional, a energia do estado fundamental do oscilador harmonico
unidimensional, descrito pelo hamiltoniano H = —%% + %mw%z, e a correspondente funcao
de onda, a partir das fungoes tentativas

a. ¥(z) = Ae~**" sendo a uma constante;

b. ¢¥(x) = A/(2? + %) sendo B uma constante;

c. ¥(x) = Acos(mx/a) entre os limites +a/2 sendo a uma constante.

5.5.2.2 Ex: Atomo de hidrogénio

Consideramos o efeito da massa finita do nicleo do d&tomo de hidrogénio. Para isso, calculamos
a energia do estado fundamental utilizando o hamiltoniano exato, mais uma base de funcoes de
onda assumindo um ntcleo infinitivamente pesado.

5.5.3 Perturbacgoes temporais

5.5.3.1 Ex: Perturbacgao

A populagao seja inicialmente no estado |1). Qual deve ser a duragao da perturbagao para deixar
um sistema degenerado no estado |2)?

5.5.3.2 Ex: Oscilador harmoénico

Considere o oscilador harménico (OH) unidimensional inicialmente preparado ({ = —o0) no
estado fundamental |0) do hamiltoniano nao perturbado H®) = hwa'a, tal que HO|n) = E,|n)
com F, = nhw.
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a. Através da expressio, as(t) ~ L [[f Wyeisitdt, e do hamiltoniano perturbativo W (t) =
—eEze=t/ (x é o operador posicao do OH), aplicado entre ¢ = —oo e t = 400, calcule a
probabilidade de que o sistema esteja no estado excitado |n), especificando n, em t = +oc.
Analise o resultado.

b. Faga o mesmo para uma perturbagao da forma W (t) = Azt

5.5.4 Transicoes
5.5.4.1 Ex: Transicao

Como primeiro exemplo consideramos uma variagao lenta,

- - 0 para t<0
W(t) = { Wo(l—e™ ) para t>0

com 7 < wy;. Calcule a taxa de transicao para tempos longos, t > v L.

5.5.4.2 Ex: Efeito fotoelétrico

—

Um &tomo de hidrogénio no estado fundamental 1s é colocado num campo elétrico E(t) =
Eosinwt, tal que W (t) = —er-E(t) = Ve @t + Vie! com V = er-&/(2i). Encontre, via regra
de ouro de Fermi,

R= " FIW ()] 6(Ey — By 5 )

utilizando a densidade de estados p(k)dEy = (L/27)3k?dkdS, a probabilidade por unidade de
tempo para que o 4tomo seja ionizado, excitando-se do estado fundamental ;g9 = e~"/9B / (77@%)1/ 2
para o estado descrito pela onda plana v = e*"k'r/L3/2.



Capitulo 6

Atomos com spin em campos
externos

6.1 Estrutura fina e hiperfina

Ja vimos que as energias do atomo de hidrogénio preditos pelo modelo de Bohr coincidem
com as solugoes da equagado de Schrodinger. As frequéncias das transigoes foram verificadas
experimentalmente. No entanto, quando fazemos experiéncias de alta resolugéo, observamos
uma estrutura fina das linhas espectrais, que nao sao previstos pela teoria. Isso sugere, que
existem efeitos adicionais fracos, que nao afetam fortemente a posicao das linhas espectrais, mas
levantam a degenerescéncia energética a respeito do ntiimero quantico orbital I: F = E,, ;.

De um lado, temos o deslocamento de Lamb, do outro lado, o spin dos elétrons interage com
o momento angular orbital. Esses efeitos seguem da generalizacdo da equacao de Schrodinger
para particulas relativisticas, isto é, a equacdo de Dirac. No entanto, discutiremos os efeitos
separadamente no ambito da equacao de Schrédinger, que ja conhecemos bem.

6.1.1 Acoplamento spin-6rbita
6.1.1.1 Momento dipolar do momento angular

A questdo é, qual é o grau de liberdade responsével para abolicdo da degenerescéncia no espectro
da energia, como esse grau de liberdade interage com os outros e qual é nova a observavel que
possa formar com as observaveis ja conhecidas {fI L2, i}Z} um CCOC? As experiéncias de Stern-
Gerlach ja sugeriam que o spin do elétron deve ter algo a ver com isso. Sabemos, que o spin
responde 4 campos magnéticos. Do outro lado, a érbita do elétron em torno do ntcleo produz
uma corrente que pode gerar um campo magnético com o qual o spin pode interagir.!

O movimento rotacional de uma carga, —e, cria uma corrente I, correspondendo a uma
densidade de corrente,

@) =T1846(r —r)o(2') = —e=—08(r —1")(2) . (6.1)

O momento dipolar causado por um movimento circular de um elétron é,

- 1 e/ IN 33 1 1 2m ! o / > ) 50 €V / /
fr=75 | rx j@)d’r’ = 1T X d¢ dz ridr' ——=04(r —r)(2) (6.2)
Vv ™ 0 —0o0 0 r
-1 —€
T axXv= 2m L

10 spin do elétron néo gera campo magnético, em contraste com o seu momento angular. Ele sé interage com
0 meio ambiente através do requerimento da simetrizagdo por ser um fermion.

95
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com o momento angular 1 = rxm,v. O quociente v, = —e/2m, se chama razdao giromagnética do
elétron. Frequentemente usamos o magneton de Bohr, ug = he/2m., que representa a unidade
elementaria do spin,

i = ~EEgl, (6.3)

onde g; = p;/l = 1 é um fator tomando em conta corregoes possiveis entre a derivagao classica
e a mecanica quantica.

6.1.1.2 Momento dipolar do spin

Do mesmo jeito, poderiamos pensar que o spin do elétron dé origem & um momento angular.
No entanto, prova-se que a derivacao correta baseada na equagao relativistica de Dirac da um
fator-g, gs = ps/s = 2.002319314..,2

" —€ KB
= ——(sS= ——4sS . 6.4
Ms o, Js 7 s ( )
No mesmo tempo, dentro do sistema de repouso do elétron sendo na posicao x =0, é o
préton que orbita assim criando uma corrente, —j(r’). Essa corrente gera um campo magnético,
que seguinte a lei de Biot-Savart é,

_ @ —j(r’)d3r’
Ax) = 47T/V|X_r,| : | (6.5)
B(x) = V, x A(x) = “O/ (X;r_)zg()di”’ (6.6)

o (x—r)xv e N epo(x—r)XV
/ / / W =P Ix —r']3 27r priG )5(,2)_? x—rp

substituindo a expressao (6.1). Com a expressao para o potencial de Coulomb entre o elétron e
o proton e sua derivada radial,

2 2

—e 1dVy(r) e
V = 5 — = 5 67
a(r) 4dreor r dr dmeors (6.7)

temos na posicao do elétron,
ey —r XV gopto r X v dVy(r) 1 rxvdVy(r) 1 dVy(r) Me

(0) AT 3 e r dr ecz r dr emec2r  dr e £(r)
(6.8)
com a abreviagao, &(r) = m;jCQ dc‘lﬁl. O vantagem da introducao do potencial V, é, que essa

expressao também vale para dtomos mais complicados com muitos elétrons, onde o potencial
pode desviar consideravelmente do potencial coulombiano.? Note, que o campo magnético é
muito forte, B ~ {(ap)h/up ~5 T.

2Esse termo, chamado de precessio de Thomas é devido ao acoplamento do spin &s flutuacdes do vécuo
eletromagnetlco
3Seguinte a lei de Faraday (segunda equacio de Maxwell — 28 =V x &)

v Xé:ivaVd:ivx dVCl(r)r

B=-
2 ec? ec? rdr

o
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6.1.1.3 Acoplamento

Agora, o elétron esta orbitando através de um campo magnético. A energia entre esse campo
magnético e o momento dipolar devido ao spin é,
me —e

o= —fis B = —LE()fls 1= =t g (r)s 1= £(r)s -1 (6.10)

substituindo as formulas (6.8) e (6.4). A grandeza

e2

a = 6.11
4meghc ( )
é a constante da estrutura fina.
Para o hidrogénio,
Ze? Zho
€)= g 538 = 5,93 (6.12)
TEYMECT 2mzer
a ordem de grandeza da estrutura fina pode ser estimada, colocando r = ap na energia

Vis =~ &(ap)h? ~ 3.6 - 107* eV, o que é muito menor do que a energia do estado fundamen-
tal, Fy =~ 13.6 eV. Em principio, deveriamos solver de novo a equacao de Schrodinger incluindo
a energia Vjs. Mas como esse termo é pequeno, é muito mais facil considerar essa energia como
perturbacao, e calcular ele utilizando as funcoes de onda nao perturbadas,

AE;s = (n,l,s,my, mg|Vis|n, 1, s, my, mg) = (n,1|£(r)|n, 1) (L, s, m;, ms|s - 1|l, s,m;, ms) . (6.13)
A parte radial fica [15],

Zho A
(nl&(r)nt) = 2m2endadi(l+1/2)(1+1) (6:-14)

A parte angular é,
1
s-lzg(jQ—SQ—IQ). (6.15)

Como os spins precessam um em torno do outro, I, e s, nao sao bons observaveis, a base nao

acoplada nao é adaptada. Mas s?, 1? e j% sdo bons observaveis. Na base acoplada {n, (I, s)j, m;}
h2

Com a abreviacdo (,; = %2<€n1(7“)>7 como j = [ £ 1/2, achamos que cada nivel se desdobra
em dois niveis com as energias E,; + [, com a degenerescéncia 20 + 2 e E,; — (I + 1)y com a
degenerescéncia 2,

2 i(j+1)—1(1+1)—3/4
AR, — e (Za)4J(J +1)-ii+1)-3/
4 n3l(l+1/2)(1+1)
Note, que o acoplamento 1-s leva a degenerescéncia de 1, mas nao de [, (vide Fig. 6.1). Ref. ,
, e

(6.17)

6.1.1.4 Acoplamento L -S para muitos elétrons

Um dos sistemas de acoplamentos mais comuns é, que todos momentos angular dos elétrons
se acoplam para um momento angular total, L = ), Iy, antes de se acoplar com o spin total,
S = ), Sk, para formar o momento total, J = L + S. Designamos momentos totais por letras
maitsculas.
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E, En=E,+ Vs En=E + Vst V.o Enjp=E + Vit Voot Vigms
2p3),
2s,2p /C_;nlI 25y, 205,
—(H1)Cpy
2p1p 251/
2pyp

Figura 6.1: Niveis do hidrogénio.

6.1.2 Correcoes relativisticas

Podemos estimar as correcoes relativisticas utilizando a expansao da energia cinética até a

segunda ordem [11],
2 4
A p p
\/p?c? + met — myc o Sm%CQ ( )

Tratamos o segundo termo como uma perturbacao, integrando com as fungoes de onda nao
perturbadas,

4 2

gV ) = =5z’ [1 5 } . (6.19)

AEre = 7l - - 1
v = {ndl n3(l+1/2) 4n?t

Combinando as correcoes LS e relativisticas, obtemos,

mc? 1 3
AEjfs = AEZS + AE'r'el - _T(ZO()4 [M — 477,4:| . (620)

3 (veis s3 (i i 6.1)4. i fvei .
Isto é, os niveis sao agora degenerados em ide Fig. 6.1)%. Obviamente os niveis mais afetadas
pelas correcoes relativisticas sao aqueles com baixos valores de n e [.

6.1.3 Deslocamento de Lamb

O origem do deslocamento de Lamb é na eletrodinamica quantica. Podemos imaginar a forga
de Coulomb come sendo mediata por um intercambio continuo de fétons virtuais. Mas cada
carga também emite e reabsorve continuamente fétons virtuais, como resultado que a posicao
do elétron estd manchada numa regiao de 0.1 fm. Isso reduz a sobreposicao entre as drbitas
eletronicas e o nicleo. Por isso, o deslocamento de Lamb faz corregoes que sao mais forte para
pequenos n é pequenos [. Por exemplo no hidrogénio, o nivel 2p;/, € 4.4 - 107% eV = 1 GHz
embaixo do 25/, (vide Fig. 6.1).

6.1.4 Acoplamento ao spin do niicleo

O nucleo também pode ter um momento angular interagindo com o momento angular dos
elétrons. No entanto, o momento depende inversamente das massas. Isto é, o momento angular

4E interessante, que o tratamento quantico aqui mostrado, incluindo as correcdes relativisticas, por acaso
coincide com as corre¢es de Arnold Johannes Wilhelm Sommerfeld,

o? 1 3
Fing = Ea [”?(m/z‘ﬂﬂ '




6.1. ESTRUTURA FINA E HIPERFINA 99

do nicleo é pug/pup = me/my 1073 vezes menor, onde pux = he/2m, estd o magneton do
niucleo. Por isso, podemos supor, que a interacdo entre o ntucleo e os atomos nao vai mexer
com o acoplamento L - S. O spin do nicleo se orientard ao momento total dos elétrons J. No
entanto, essa interagao terd a capacidade de quebrar a degenerescéncia do hidrogénio, mesmo se
o desdobramento sera, hiperfino. A ordem de grandeza do desdobramento hiperfino é 1076 eV.

Seja By o campo magnético médio gerado pelos elétrons na posicao do nticleo em direcio do
momento J,

~

_J
By = By— 21
0 OhJ’ (6 )

em analogia com a Eq. (6.9). A energia hiperfina fica entao,
Vigs = —fir - Bo . (6.22)
Analogicamente com a equagao (6.4), escrevemos o momento dipolar do nicleo,

- € K
far=5—gpl = %QPI ) (6.23)

2my,

com g, = /1 é, mais uma vez, um fator tomando em conta correcoes possiveis entre a derivacao
classica e a mecéanica quantica. Assim, a energia fica

~

_J A~ 4
Vings = —’%{gpl By =531, (6.24)

_ HKngO
J

com o fator de intervalo A = . O momento angular total dos elétrons se acopla com o

momento do nucleo,

F=J+1. (6.25)
Agora
1
J- 1= 5(F2 ~1*-J?) . (6.26)

Como os spins precessam um em torno do outro, J, e I, nao sao boas observaveis, a base
nao acoplada ndo é adaptada. Mas I?, J? e F? sdo boas observaveis. Na base acoplada
{n’((L’S)J)I)vaF}

(n, (L, 8)J, 1) F, mp|3 -Xn, (L, S)J, 1)F,mp) = F(F +1) — J(J+1) - IT +1) .  (6.27)

Assim achamos as energias da interagao hiperfina

A
AEpps = §[F(F +1)—-JJ+1)—-I(I+1)]. (6.28)
Note, que o acoplamento J - I quebra a degenerescéncia de J no atomo de hidrogénio, mas nao
de J.. Podemos derivar a seguinte regra de intervalo,

Além da interagao magnética entre os momentos angulares do nicleo e da camada eletronica
existe uma interacao entre o nicleo, quando nao é esfericamente simétrico e a camada eletronica.
Esté interacao causa desvios da regra de intervalo e um desdobramento adicional dos estados
hiperfinos. Vide Exc. e
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6.2 Interacao com campos externos

6.2.1 Efeito Zeeman da estrutura fina
6.2.1.1 Efeito Zeeman normal

Os momentos dipolares dos dtomos podem interagir com campos magnéticos externos B = B,é,.
A interacao leva 4 um deslocamento dos niveis, que depende do nimero quantico magnético.
Assim, a ultima degenerescéncia na estrutura energética do dtomo estd quebrada. Isso se chama
desdobramento Zeeman. Para um dtomo sem spin (dois elétrons podem acoplar os seus spins
para um estado singleto) e sem estrutura hiperfina (ou uma estrutura hiperfina nao resolvida),
o potencial da interacao é,

Vee(B) = —fir-B=-E2g - B=-L0L.B, . (6.30)
As energias sao portanto,
AE..o(B) = —%BBZ(n,L,mL\ﬁzm, L,mp) = —pgmpB. . (6.31)
Vide Exc. e

6.2.1.2 Efeito Zeeman anormal

O efeito Zeeman anormal ocorre quando o conjunto dos elétrons tem um spin. Utilizando as
expressoes ja conhecidas para os momentos dipolares do momento orbital e do spin do elétron,
obtemos para o momento magnético dipolar,

fis = fin+jis = Elg L+ Bl gss = ER(L + 29) . (6.32)

Podemos ver que o momento dipolar do atomo nao é paralelo ao momento total, J = L + S.

Quando o campo magnético é fraco, Vis > V...(B), o momento total J serd a boa observavel.
Portanto, devemos primeiro projetar os momentos L e S sobre J, antes de projetar o resultado
sobre o campo B,

J\ J J\ J
L—><L->—><L->-B (6.33)
1/ |9 31/ |9
J\ J J\ J
e S— S->—><S->-B.
< g1/ ] 131/ 13
O potencial fica
Viee(B) = —fiy B=—"B(L 1+ 25) . B = “[( > B42 (S.J)J,B]
h h Blyan) 1/ J]
1
L-J+28-3]3-B=—FB 2132112 821932482 -12)]J.-B
ﬁIJP[ 28] g 1t +2(J7 + )]
_pp13J* -L*+8?
- > - T J3.B. 34
e (6.34)
E a energia é,
1B JJ4+1) —LIL+1)+8S+1)\ 5 =
AFE.ce(B) = 1 i-B 6.35
) <ﬁ<+ 2J(J +1) (6.35)

= —%gﬂj B.) = —upgsmyB. ,
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introduzindo o fator de Landé

JU+D+S(S+1) — LEL+1)]

2J(J +1) (6-36)

gy = 1 +

Esse expressao descreve o efeito Zeeman anomalo, para o qual S # 0. Para o efeito Zeeman
normal, para o qual o spin é zero, achamos de volta gy = 1.

(a) B (b) B (c) B (d) (e) AB

’ 4

Figura 6.2: Acoplamento dos momentos angulares para o efeito (a) Zeeman normal, (b) Zeeman
anormal, (c) Paschen-Back, (d) Zeeman da estrutura hiperfina e (e) Paschen-Goudsmith.

6.2.1.3 Efeito Paschen-Back

Um campo magnético externo muito forte (> 1 T), tal que Vi3 < V.ee(B), pode quebrar o
acoplamento L - S. Ambos os spins L e S agora se acoplam separadamente ao campo,

Voo(B) = —‘%B(L +28)- B, (6.37)
tal que,
Apr(B) = —,uB(mL -+ 2m5)BZ . (638)

Isso é o efeito Paschen-Back.

6.2.1.4 Campos magnéticos intermediarios

As derivagoes que fizemos até agora se concentraram em situacoes simples bem descritas por
CCOCs em varios esquemas de acoplamento. Os hamiltonianos Vjs; e Ve (B) nestes CCOCs
sao descritos por matrizes diagonais. No entanto, em regimes intermediarios entre Zeeman e
Paschen-Back, Vjs ~ V,¢.(B), geralmente nao é possivel achar uma representacao diagonal.

Para calcular o espectro energético em regimes intermediares devemos, portanto, determinar
todas as componentes da matriz

Vis + Viee(B) = (r)L - S + == (L + 28) . (6.39)

Utilizando f)i = I:x + ifLy e S’i = 5'35 + iS’y, podemos facilmente reescrever a energia na forma
seguinte,

Vis + Vaee (B) = £(r) (LS +1E.S %ﬁ,é;) + /%B(f, +28)-B. (6.40)

Esse operador age sobre os estados nao acoplados,
AEy + AB.ce(B) = (L'mf; 8'mis|&u (LS + §L4.5- + 31-584) + up(L. +25.) B|Lmz; Sms)
= h2§nl (mLmS(SmL,m’L(SmS,m’S + %L+S*5mL,m’L—15m5—1,m’s + %L*‘S'Jr(SmL—l,m’Léms,m’s—l)

+ huB(mL + 2m5)BZ<5mL7m/Lc5mS,m/S , (6.41)
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com as abreviagoes Ly = \/L(L+ 1) —myg(mr £ 1). As energias agora sao os auto-valores
dessa matriz. O fator &,; é geralmente determinado experimentalmente deixando B, = 0. Vide
Exc.

6.2.2 Efeito Zeeman da estrutura hiperfina

Quando a interagao com o campo magnético é comparavel com as interacoes hiperfinas, mas
muito mais fraco do que as interagoes finas, os campos nao perturbem o acoplamento entre o
momento eletronico total J e o spin do ntcleo I. Portanto, J, I, F, e mp sao nimeros quanticos
bons. Nesse caso, o potencial de interagao fica

Vhfs + ‘/zee(B) - Vhfs — KUF - B. (642)

tal que,
AEhfS + AEzee(B) = AEwhfs + ,UJBgFmFBz . (643)
O desdobramento dos estados eletronicos com o momento F em 2F + 1 subniveis mp = —F, .., F

é chamado efeito Zeeman da estrutura hiperfina. O fator de Landé gr para o estado F' é calculado
similarmente como o fator gy do efeito Zeeman da estrutura fina °.

6.2.2.1 Efeito Paschen-Back da estrutura hiperfina

Quando a interagdo com o campo magnético excede a interagao hiperfina, o spin nuclear I
se desacopla do momento total J, é ambos acoplam separadamente com o campo magnético
externo. O efeito Zeeman da estrutura hiperfina se transforma estrutura hiperfina de efeito
Zeeman, também chamada de efeito Paschen-Back da estrutura hiperfina ou efeito Paschen-
Goudsmith. Podemos diagonalizar o potencial numa base, onde I,my,J, e mj sao numeros
quanticos bons, e obtemos

Lo A ﬁ
Vs 4 Vaee(B) = Vings — (fiy + i) B ~ 7th I+ji,B (6.44)
Ay B\ B B\ B
=(3.2)=2.(1-2)=2 B
2 < B> B ( B) g T HBIIT

=AyJ. I, + ppgymyB = Aymymy + ppgymyB .

Aqui projetamos o momento angular J e o spin I separadamente sobre a direcdo do campo
magnético. O reacoplamento do estado |F'mp) para |mymy) em campos magnéticos fortes é
descrito por

‘FmF> - ZmI-I—m]:mF CFmFmImJ|mImJ> ’ (645)

Sabendo o fator de intervalo, é possivel calcular o deslocamento Zeeman da estrutura hiper-
fina em campos magnéticos intermedidrios entre os regimes Zeeman e Paschen-Back. Para isso,
devemos determinar todas as componentes da matriz Vj,¢s + V.ee(B) € calcular os autovalores.b

6.2.3 Efeito Stark

Campos elétricos interagem com os elétrons do atomo,

Vitark = —ed - € . (6.46)

5Vide Sec. 1.3.2 na apostila do curso Optz'ca Atémica do mesmo autor.
5Nota, que a bem-conhecida formula de Breit-Rabi s6 vale, quando um dos spins é 1/2.



6.2. INTERACAO COM CAMPOS EXTERNOS 103

Figura 6.3: Acoplamento spin-Orbita.

Isso é o efeito quadrdtico de Stark. A teoria de perturbacao estaciondria TPIT da,
W01 - d- P = et. - [ D Patr =0, (6.47)

Isso s6 vale, quando os estados nao sao degenerados em [. Quando sao degenerados, o que é
o caso do hidrogénio, a primeira ordem de perturbacao da um valor. E o caso do efeito Stark
linear. Em geral, nao tem degenerescéncia, e temos o efeito Stark quadrdtico,

5Dy = [¢)) + €€, Z ¢m| W” | (6.48)
e
m;én

Para simplificar os elementos da matriz, utilizamos o teorema de Wigner-Eckart
[(J'm/y| 2| Jm ) |? _ 1 ( J 1 J )
(T 1211 P 2J'+1\my ¢ —mj
Aqui a expressao (J'||2]|J), que se chama elemento da matriz irreduzivel, ndo depende mais do

numero quantico magnético.
Com [z, J,] =0, o que foi mostrado no Exc. 4.3.1.2 achamos,

(6.50)

0= (J'm}|[2, J)|Jmy) = (my —m/))(J'm/s|2]Jmy) . (6.51)

Isso significa que para my # m/;, os elementos da matriz (J'm/;|Z|Jm ;) devem desaparecer.
Portanto, a matriz é diagonal em m; e o nimero quéantico ¢ no coeficiente de Clebsch-Gordan
deve estar ¢ = 0. Consideramos transigoes dipolares com |J — J'| <1,

J 1 J+1\ _ (J+1)*-m3 (6.52)
my 0 —my)  (2J+1)(J+1) '
J 1 J\ _ m?,
my; 0 —my)  J(J+1)’
J 1 J-1\ _ J? —m?
my 0 —my)  J2J+1)°
Estados com os mesmos |m | levam até o mesmo efeito quadrético de Stark
AE ~ A+ Blmy|*. (6.53)

Os fatores A e B dependem do nimero quantico principal n e também de L, S, J. Além disso,
dependem da distancia para todos os niveis contribuintes, por causa do denominador. Sé os

niveis com paridade diferente (—1)% contribuem. Vide Exc. , ) e
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6.2.4 Regras de selegcao para emissao em certas direcgoes

Transigoes dipolares elétricas sao excitadas por perturbacoes do tipo Stark,

Vitark = —ed - €, (6.54)
onde £ = &ycos(k - r — wt) é o campo elétrico de uma onda oscilatéria eletromagnética com a
polarizagao &. Com d = ezé,, para determinar quais transigoes dipolares sao possiveis, devemos
olhar para a matriz (J'm/;|2|Jm ). Aplicando o teorema de Wigner-Eckart (6.50), ja é possivel
determinar, entre quais nimeros quanticos magnéticos my e mf] transigoes podem ocorrer.
Podemos comparar as amplitudes das vérias transicoes entre estados |mj) e |m/;) através
dos coeficientes de Clebsch-Gordan (vide Exc. 6.3.1.4). Transigoes s6 sao possiveis entre estados
para os quais o coeficiente de Clebsch-Gordan correspondente nao desaparece. Isso se chama
regra de selecao. Para transicoes dipolares existem essas regras de selegao,

AJ=0,£1 mas (J=0)— (J=0) esta proibido (6.55)
Amy=0,£1 mas (my=0)— (my=0) estd proibido quando AJ =0.
Além disso, para acoplamento L - S,
AS =0,AL =0,+1 e para o elétron fazendo a transicao Al = +1 . (6.56)

Em presencia de um campo magnético forte (regime de Paschen-Back) quebrando o acoplamento
L - S as regras de selecao sao,

Amg=0,Amp =0,+1. (6.57)
Para acoplamento j - j,

Aj =0,£1 para um elétron e Aj =0 para todos os outros . (6.58)

Para todos transicoes dipolares a paridade deve mudar entre par e impar.”

6.3 Exercicios

6.3.1 Estrutura fina e hiperfina

6.3.1.1 Ex: Atomo de hidrogénio

. ) . s 2
Considere uma particula de massa p descrita pelo hamiltoniano H = —%Vg +V(r)+&(r)L-S,
sendo V' (r) um potencial central, L e S os seus momentos angulares orbitais e de spin. Obtenha
as relagoes de comutacao [L, H], [S, H]| e [L + S, H] quando consideramos ou nao a interagao

spin-6rbita £(r)L - S introduzido via correcoes relativisticas.

7 As taxas de transicio entre os subniveis Zeeman sao ponderadas pelos coeficientes de Clebsch-Gordon seguinte

o teorema de Wigner-Eckardt. As taxas de excitacdo sob a influencia de um campo de luz dependem também

da orientagao relativa da polarizacdo do laser e do campo magnético. Para tomar em conta dessa dependéncia,
decompomos o vetor de polarizagdo numa base de coordenadas definidas por

B é3 X g &z X &3

P &, — 8 = I 6.59

3 B ) 2 ‘ég ™ g‘ ) 1 |é2 % égl ) ( )

onde g marca uma direcdo arbitraria, por exemplo da gravidade. A amplitude relativa das transigbes Amy = 0

estd proporcional 4 projegdo do vetor de polarizagdo no eixo do campo magnético, (» = (- é3)2. Para estimar a
amplitude das transicées Am; = £1, devemos projetar sobre as coordenadas

b = L(a1Fit2) (6.60)

e obtemos (,+ = (£-&+)%. Agora basta fixar um campo magnético, e escolher uma intensidade I e uma polarizacio
(que pode ser eliptica) para o laser.
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) %%ﬁ” .

ot D
o 5

Figura 6.4: Descricao classica do efeito Zeeman normal.

6.3.1.2 Ex: Ginastica de operadores do momento angular

Considere o problema da adicdo do momento angular orbital [ e de um spin 1/2. Obtenha os
20+ 1 estados |l +1/2,m;), além dos 2 estados |l —1/2,m;) (que constituem uma base comum
aos operadores 13, s3, j, j.), expandidos na base |m, €) dos autoestados dos operadores 12, s?,
l,, s, Vocé pode simplificar o procedimento derivando duas relagoes de recorréncia das quais
decorrem os estados desejados.®

6.3.1.3 Ex: Ginastica de operadores do momento angular

Determine para os estados S /5 € P3/5 de um dtomo com o spin niiclear I = 3/2 com acoplamento

hiperfino J - I como os autoestados da base acoplada se expandem na base desacoplada. Nao
consideramos campo magnético externo.

6.3.1.4 Ex: Expansao do momento angular acoplado numa base desacoplada

a. Consideramos o dtomo de 8"Rb que tem o momento angular nuclear I = 3/2. Quais sdo
os estados hiperfinos F' possiveis resultando de um acoplamento de I com o momento angular
eletronico total do estado fundamental 25, 27 Quais sao os sub-estados Zeeman possiveis dos
F?

b. Quais sao os estados hiperfinos I’ possiveis resultando de um acoplamento de I com o
momento angular eletrénico total do estado excitado 2P; /2 F’ = 27 Quais sao os sub-estados
Zeeman possiveis dos F'?

¢. Uma transicao entre um estado hiperfino fundamental e um estado hiperfino excitado pode ser
descrita por um acoplamento do momento angular total F' com o momento angular do féton s
formando o momento angular do estado excitado F”. Para ver isso, consideramos agora os niveis
F =1e F' = 2. Expande o momento angular acoplado |(F,x)F’',mpg) = |(1,1)2, mpg/) numa
base desacoplada para cada valor de mp possivel. Utilize a tabela na Fig. 4.4 para determinar
os coeficientes de Clebsch-Gordan.

Note bem: Os Clebsch-Gordans comparam s6 as forcas das transi¢oes entre varios sub-estados
Zeeman do mesmo par (F, F’). Para comparar as forcas entre diferentes pares (F, F') é preciso
calcular os coeficientes 6.

8Veja Cohen-Tannoudji, Vol.2, Complemento A_X.
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6.3.2 Interacao com campos externos
6.3.2.1 Ex: Eixo de quantizagao

O efeito Zeeman pode ser descrito em varias maneiras dependendo da escolha do eixo de quan-
tizagao. Considere um campo magnético B = B;é, e calcule o hamiltoniano de interacao
V(B)=—[i;-B

a. escolhendo o eixo de quantizacao €, na direcao do campo magnético,

b. escolhendo o eixo de quantizacao €, perpendicular a direcao do campo magnético.

6.3.2.2 Ex: Eixo de quantizagao

Escolhendo o eixo de quantizagao fixo &€, e um campo magnético B em diregao arbitraria calcule o
hamiltoniano de interagao Zeeman com um momento angular J = 1 e mostre, que o deslocamento
de energia s6 depende do valor absoluto |B|.

6.3.2.3 Ex: Efeito Zeeman

Considere o atomo de hidrogénio imerso num campo magnético uniforme, descrito pelo hamil-
toniano H = HO® + HD sendo H® = p2/2m + V(r) e HY = —(up/h)L - B desprezando o
spin.?

a. Dada a func@o inicial, |9, (0)) = cos a|¢ooo) + sin a|p210), obtenha a sua forma no tempo ¢.
b. Calcule o valor médio (D), (t) = (V,,(¢)|D|¥,,(t)) do operador dipolo elétrico do &dtomo
D =gqr.

c. Analise as frequéncias e polarizacoes da radiacao emitida a partir da transicao dos estados
excitados |p21m) para o estado fundamental.

6.3.2.4 Ex: Efeito Stark

Derive as Eqs. (6.52) a partir da formula dada na nota de rodapé da Seg. 4.2.2.

6.3.2.5 Ex: Efeito Stark

Considere o atomo de hidrogénio imerso num campo elétrico uniforme £ aplicado ao longo da
direcdo &,. O termo que corresponde a esta interacdo no hamiltoniano total é H) = —e&z.
Para campos elétricos tipicos, produzidos em laboratério, a condicio HY) <« Hy, que permite
a aplicacdo da TPIT, é satisfeita. O efeito da perturbacio H™) denominado efeito Stark, é a
remocao da degenerescéncia de alguns dos estados do atomo de hidrogénio. Calcule o efeito
Stark para o estado n = 2 do atomo de hidrogénio.

6.3.2.6 Ex: Duas particulas

Considere um sistema de duas particulas, de massas p e po, submetidas a um potencial central
V(r) e a uma energia potencial de interacao V' (|r;—rs|) que depende apenas da distancias entre as
particulas. O hamiltoniano do sistema na representagao de interacao é H = Hi+Ha+V (Jr1—r2|),
com Hy = —%V% + V(re), £ = 1,2,... Mostre que os momentos angulares individuais Ly nao

sao, em geral, constantes de movimento, diferentemente do momento angular total L = Lj + Lo.

9Veja Cohen-Tannoudji, Complemento D_VII
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6.3.2.7 Ex: Acoplamento de dois elétrons

Considere um sistema de dois elétrons. Mostre que o operador (hJ/h?)3; - 82 distingue os
estados tripletos do singleto. Considere agora, que os elétrons sejam expostos a um campo
magnético B aplicado na direcao &,, de forma que adquiram as energias de interagao com o
campo (upB/h)(g1512 + g2522).

a. Obtenha a matriz associada ao hamiltoniano total e demonstre que no regime hJ > upB, a
representacao que privilegia o momento total é mais adequada.

b. Mostre que no regime hJ < ugB, é conveniente a utilizacao da representacao que privilegia
as componentes do momento total.

c. Trata o regime intermediario hJ ~ upB.
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Capitulo 7

Atomos de multiplos elétrons

7.1 Interacao intereletronica

7.1.1 Simetrizagao de bosons e fermions

A mecanica quantica deve ser formalizada de tal maneira, que nao prevé resultados permi-
tindo distinguir particulas idénticas. No entanto, matematicamente é necessario identificar uma
particula com uma fun¢ao de onda; por exemplo, 1, (21) seja a fungao de onda a da particula 1
e Yp(x2) a fungao de onda b da particula 2. Na auséncia de interagoes, a funcao de onda total,
U = 9, (z1)p(x2), resolve a equagdo de Schrodinger de duas particulas. Agora, trocando as
coordenadas das particulas obtemos um estado diferente W' = 1), (x2)1p(z1). Isso erradamente
sugere que a fun¢ao de onda de uma particula joga o papel de uma ”alma”atras do conjunto de
numeros quanticos caracterizando a particula. Porque isso representa um problema, podemos
ver no seguinte exemplo.

Consideramos um sistema de duas particulas sem spin nao-interagindos num pogo de poten-
cial infinito. A fungédo de onda total é

U2 = o, (21)p(22) = C cos nale cos nbzm (7.1)
com a energia
2,2 2,2
Tn T
Eqp = 2mLa2 + oL (7.2)
1 Para quantidades observéveis, como P12 = |\IJ(1’2)\2, precisamos garantir, P12 = p1),

isto é,

02 COS2 NgTL1 C082 NIy __ 02 COS2 NgTL COS2 NnpTT1
L - L

T 7 (7.3)

mas isso nao é valido para x; # .
Precisamos construir a funcdo de onda total de outra maneira. Utilizamos combinagoes

lineares de W12,

U = S (WD £ WD) = o [y (1) (2) £ Ya(2)iy(21)] - (7.4)

S

!Quando ng = ny, temos
TED = g (za)p(z1) = P e E.p=Ep..

Também sabemos, que os estados sdo ortogonais, pois
/1’*(1‘2>\1’(2’1)d9ﬁ1d$2 = /1/)2(391)% (z2)va(z2) e (21)d21das

- / i (@) (@r)da / i (2)a(@2)ds = By -

109
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Essa fun¢ao de onda simetrizada (ou anti-simetrizada) represente um truque para erradicar a
”alma” das particulas. Pois, sob intercambio de particulas descrito pelo operador Py, (x1)1y(z2) =
Ya(z2)Up(z1), as fungdes (anti-)simetrizadas se comportam como,

Pu% = +9%4  enquanto PO = ¢ 2 g2 (7.5)

A funcdo (anti-)simetrizada resolve a equacao de Schrédinger, também. Como [H,P,] = 0,
podemos dizer, que o sistema tem a simetria de intercambio ou degenerescéncia de intercambio.
das particulas. Observéveis como U*$4W%4 ficam conservadas,

(W2 = 3 [[opa (1) 9o (w2) P + [tha(2)(21)]?] (7.6)
+ 5 [0 (2005 (22)tha(z2) s (1) + Vh (22)15 (21)a (1) (22)] -

Para x1 = x2, observamos,

[WHAP = 4 () () * + [tha (@) ()] - (7.7)
Isto é, para um sistema simétrico, a probabilidade de encontrar dois particulas no mesmo lugar
é dobrada, enquanto para um sistema anti-simétrico, essa probabilidade é zero.

Wolfgang Pauli mostrou que o caracter (anti-)simétrico é relacionado ao spin das particulas.
Particulas com spin inteiro chamado bosons devem ser simetrizadas. Particulas com spin semi-
inteiro chamado fermions devem ser anti-simetrizadas. Elétrons sao fermions. Por isso, num
atomo, eles nado podem ficar no mesmo estado (no mesmo lugar), mas devem se repartir em uma
camada complicada de orbitais.

7.1.2 O principio de Pauli

Dois elétrons com spins anti-paralelos podem ser separados em campos magnéticos inomogéneos,
mesmo se eles estdo inicialmente no mesmo lugar. Portanto, eles sdo distinguiveis e a funcao de
onda nao precisa ser anti-simétrica. Mas si trocamos o spin junto com a posicao, as particulas
devem ser indistinguiveis. Isso deve ser tomado em conta na fungdo de onda atribuindo uma
coordenada dedicada ao spin, 14(z1,s1). O operador de intercambio deve, agora, ser generali-
zado,

P s U2 =Py ahy (21, 51)Up(22, 52) = Va2, s2)1hp(1,51) = U (7.8)

Supomos agora, que os elétrons nao s6 nao interagem entre eles, mas também nao existe
interagao entre a posicao e o spin de cada elétron. Isto é, vamos descartar o acoplamento
1-s.2 Podemos entdo escrever a funcdo total de onda de um elétron como produto de uma
funcao espacial, 1(z), e uma funcao de spin, x(s) = a T +5 |, onde a e § sao amplitudes de
probabilidade de encontrar o elétron no estado de spin respetivo, tal que

¥(z,s) = (@)x(s) - (7.9)
Para duas particulas, a funcao de spin total é,
X0 = xo(s1)xp(s2) - (7.10)
A versao (anti-)simetrizada é
X554 = %(X(M) +x®D) = %[Xa(sl)Xb(ﬁ) £ Xa(s2)x6(s1)] - (7.11)

2Caso que tem acoplamento 1-s, a funcéo de onda total ndo pode ser escrito como produto das funcées espaciais
e de spin, mas de qualquer jeito deve ser anti-simétrica.
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Como sé tem duas orientagoes para os spin, existem quatro possibilidades para distribuir os
spins T e | para as fungoes xq.4(51,2),

M =x11
X5 = % (LI =x10 e X4= % (T4 =41 = Xx0,0 (7.12)
Ho=x1,-1

Para a funcao de onda total, que deve ser anti-simétrica para elétrons, existem duas possibili-
dades,

UIXA =5 (0D 4 wD) (XD — XED) = T [ (1) (22) + Ya(z2)vs(21)] X0,0
(_)A _ X1,1
WAXS = 5 (W2 — 0BV (XD 4 XOD) = T [ (21)ve(22) = dal(z2)v(21)] § X10
X1,-1

(7.13)

Isto é, os dois elétrons podem estar num estado tripleto com a funcao de onda de spin anti-
simétrica, ou num estado singleto com a funcéo de onda de spin simétrica 3

Como generalizar esses consideracoes para N elétrons? As funcbes de onda simetrizadas
contem todas as permutacoes da etiquete ”alma”, a funcao de onda (anti-)simetrizada é obtida
a partir da determinante de Slater,

wal (1:1) T 7/}a1 (fL'N)
0 = gy det o, (zn) = J| : : (7.14)

Yan (1) - Yay(2N)

Essa funcao satisfaz
Px759A7(17“’i7j7“?N) — @A7(17“’j7i"'7N) . (7.15)

A determinante de Slater é zero, quando tem dois conjuntos de niimeros quanticos idénticos, a; =
aj. Por exemplo, para dois elétrons numa camada eletronica, {n;,l;, ms, s;)} = {nj,l;, m;,s;)}.
Isso é o principio forte de exclusao de Pauli. Fungoes de onda simetrizadas se aplicam a bosons,
fungoes de onda (anti-)simetrizada & fermions. O principio fraco de exclusao de Pauli (em geral
suficiente para consideracoes qualitativas) diz, que dois fermions ndo podem ocupar a mesma
regiao no espaco. Isto é, a onda de Broglie deles interfere destrutivamente, como se o principio
de Pauli exercesse uma interagao repulsiva sobre as particulas. O problema é uma consequéncia
da dualidade onda-particula. Quando dois particulas se encontram, é realmente a natureza de
onda que governa o encontro.

7.1.3 Hélio

Para tratar o atomo de hélio podemos, como primeiro chute, descrever o atomo com o modelo
de Bohr, assumindo elétrons independentes,

1 1
E=F+Fy= (—13.6 (3\7)22 <n2 + nz> . (7.16)
1 2

3Na imagem acoplada, o spin total S8 = s; 4 s2 pode ter os valores seguintes S = |s1 — s2|,.., 51 + 52 = 0, 1.
No caso S = 0 o nimero quantico magnético s6 pode ter um valor (singleto), ms = 0. No caso S = 1 ele pode
ter trés valores mg = —1,0,+1 (tripleto) (vide Exc. 6.3.2.7).
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A
X, singlet X triplet
para-helio orto-helio
S=0 S=1
3.4eV 2°Ry
34e - 3
ey (1) (2p) A 2 APO 12
(1s) (2p)
40ev ﬁzlso
T asiasy 235,
—4.6 eV T
(1s) (2s)
115O
-24.6 eV —_—
(1s)

Figura 7.1: Niveis do hélio. Note que o estado (1s)'" ndo existe.

O estado fundamental retine os dois elétrons no estado fundamental, isto é, (1s)2. A energia
de ionizagdo medida para o primeiro elétron é 24.6 eV, para o segundo 54.4 eV. A energia
menor do primeiro é devido & blindagem do nticleo pelo segundo. Portanto, a energia de ligagao
total dos dois elétrons é —79eV. Isso é consideravelmente menor do que a energia do estado
fundamental, £ = —108.8 eV previsto pelo modelo de Bohr. Vide Exc.

Vamos agora investigar os estados excitados do hélio. Os primeiros vao ser aqueles onde
somente um elétron est4 excitado, o outro ficando no estado fundamental, (1s)*(2s)! e (1s)!(2p)!.
A energia do elétron na camada n = 2 é menor do que previsto pelo modelo de Bohr com Z = 2
por causa da interacdo com o outro elétron. Também, os niveis (2s) e (2p) nao sdo mais
degenerados, porque o potencial eletrostatico nao é mais coulombiano (veja Fig. 77).

Como j4 vimos na discussdo da estrutura fina, a energia do acoplamento L - S e oc Z*. Para
hélio esta desprezivel, e podemos contar com um acoplamento direito dos dois spins. Como as
Orbitas dos elétrons sdo agora diferentes, podemos construir fungoes de onda totais simétricas
ou anti-simétricas, é portanto, spin totais anti-paralelos ou paralelos. Quando os spins sao pa-
ralelos (S = 1), a fungao de onda espacial é anti-simétrica, quando sao anti-paralelos (S = 0), é
simétrica. Da simetria da funcao de onda depende a energia da interacao coulombiana intere-
letronica, pois no estado simétrico a distancia média dos elétrons é muito menor do que no estado
anti-simétrico, onde a funcao espacial total desaparece para distancia zero. Por consequéncia, a
configuracao (1s)(2s)! tem dois estados com S = 0,1, com energia Eg—g > Eg—1. Da mesma
forma, todas as configuragoes sao desdobradas. A diferencia de energias (~ 1 eV) é considerével
e bem superior 4 energia da interacdo fina (~ 10~* eV). Isso explica, porque primeiro os dois
spins se acoplam para um spin total, s; + s9 = S, antes ele acoplar-se com o momento angular
orbital total, S + L = J. Isso é o acoplamento L - S.

7.1.3.1 Transicoes de intercombinacao

Transicoes entre estados singleto e tripleto sao altamente proibidos, porque violam a regra de
selecio do spin, AS = 0. Além disso, transicoes entre os estados 1Sy e 3S; sdo impossiveis,
porque violam a regra de selecdo do momento angular, Al = +1. Como o estado tripleto
fundamental é metastavel, a gente inicialmente achou que se tratava de uma forma diferente de
hélio. Isso explique o nome histérico orto-hélio em contraste com o estado singleto chamado
para-hélio.
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Podemos agora entender esse fato. Enquanto a funcao de onda pode ser escrito como um
produto, ©® = ¥(z)x(s), o cardcter de simetria é conservado para as duas fungdes separadamente.
Os auto-valores dos operadores P, e P sao entao ntimeros quanticos bons. Mas isso s6 vale,
quando o acoplamento L - S é fraco. O operador elétrico dipolar de transicao nao age sobre o
spin (o que impede o reacoplamento S = 1 <» S = 0 por radiacdo E1) e também nao age sobre
o cardcter de simetria dos orbitais (o que impede transi¢oes TS \I/A).

Em principio, isso vale para cada espécie de dtomos com dois elétrons de valéncia. Més na
realidade a influéncia do acoplamento L - S vai crescendo com Z, o que renda a interdicao de
intercombinacao mais fraco.? Nesse caso, s6 o operador Ps,s d& bons auto-valores.

7.1.3.2 Energia de intercambio

A diferencia de energia dos dois estados S = 0, 1 se chama energia de intercambio. Ela sai de um
calculo de perturbacdo de primeira ordem. Por exemplo, para o estado (1s)!(2s)! escrevemos
as funcoes de onda

054 = % [1h100(r1)%200(r2) % 100(ra)tha00(r1)] - X, (7.17)

onde o signo (+) vale para S = 0 e o signo (—) para S = 1. As energias sao,

2
AE = / dr} / dr3e™sA = @54 (7.18)
47eg|

ry —I‘2|

= /dr1/d7"24ﬂ60|r |U¢100(1‘1)\ 2|4p200(r2) > + |t100(r2)*[th200 (r1)[*]

i%/drii/dT§’47rE0|r1r2|2¢Too(r1)1/1500(rz)wloo(rz)lﬁzoo(rl) :

O primeiro integral é a energia de Coulomb entre os orbitais eletrénicos. O segundo integral
corresponde as termos de interferéncia da simetrizacao e devem ser adicionados ou subtraidos
em funcao do caracter de simetria.

E interessante notar, que o spin nao entra diretamente no hamiltoniano do hélio, s6 através
do caracter de simetria da fungdo de onda espacial,

2 2

IA{S’A = % + 27 + V(Tl) + V(TQ) + V(‘rl - I‘2|) + Vvezchange . (719)

7.2 Atomos de muitos elétrons

7.2.1 Meétodo de Hartree-Fock

Para calcular atomos com muitos elétrons, podemos assumir que, em primeira ordem de apro-
ximagao cada elétron se move independentemente dos outros, i.e. cada elétron se move dentro de
um potencial eletrostatico gerado pelo ntcleo e os outros Z — 1 elétrons. Resolvemos a equagao
de Schrédinger para um estado produto de todas fungoes de onda dos elétrons. Em principio,
deveriamos usar funcoes de onda anti-simétricas, mas como primeira abordagem podemos sé
respeitar o principio fraco de Pauli, isto é, atribuir um conjunto individual e tinico de ntimeros
quanticos para cada elétron.

4Isso é o caso do mercirio, onde existe uma linha de intercombinacio 63P < 6'S bem forte.
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7.2.1.1 Modelo do gas de Fermi

Consideramos um pogo de potencial infinito que nés enchemos gradualmente com elétrons. O
principio de Pauli nés permite colocar no maximo dois elétrons em cada orbital,

U = oy p(w1)h1,y (w2) 024 (23) 2, (24) - .. (7.20)

Essa funcao de onda total satisfaz o principio fraco de Pauli, mas obviamente nao é anti-simétrica.
A aproximagao é boa, quando a interacao entre os elétrons é desprezivel. Caso contrario, preci-
samos considerar os termos de energia de troca.

Esse modelo, chamado modelo do gds de Fermi, é frequentemente utilizado para descrever o
comportamento de elétrons que podem mover-se livremente dentro da banda de condutancia de
um metal. Seja N o niimero de elétrons colocado no potencial sucessivamente enchendo todos os
orbitais de niimero quantico n baixo para o nimero maximo n,,q,; = N/2, se cada orbital pode
aguentar dois elétrons com spins antiparalelos. Para um poco unidimensional de comprimento
L, a energia maxima, chamada de energia de Fermi é,

N2
Para um poco trés-dimensional de volume V,
N 2/3
Er x <V) . (7.22)

7.2.1.2 Modelo de Thomas-Fermi

Mesmo se o potencial sentido pelos elétrons é bem diferente do pogo trés-dimensional, podemos
aproximadamente nés imaginar que o atomo ¢ subdividido em pequenos volumes, todos enchidos
com elétrons seguinte o modelo de gas de Fermi. Disso podemos calcular a distribuicao da carga
eletronica, tal que a energia local média é homogénea e a nuvem eletronica em equilibrio. A
distribui¢do, em torno, serve para determinar a forma do potencial eletrostatico que, quando
subdividido em pequenos volumes cheios de elétrons produz a mesma distribuicao de carga. Esse
principio se chama auto-consisténcia.

As fungoes de onda (distribuigbes espaciais dos elétrons) determinadas por esse método
frequentemente servem como ponto inicial para o método de Hartree discutido embaixo. Uma
das predicoes importantes do modelo de Thomas-Fermzi é que o raio médio de um dtomo depende
da carga nuclear como R oc Z~1/3,

7.2.1.3 Método de Hartree

Para calcular a maioria das propriedades de um atomo precisamos de potenciais mais realisticos.

Os termos mais importantes sao o potencial coulombiano entre o ntcleo e os elétrons, Vic_eie,

naturalmente sendo esférico, e os potenciais de interagao entre os elétrons, Vje_cie, que tentamos

aproximar por um potencial esférico e tratar os desvios causados pela aproximacao depois.

Conhecendo o efeito da blindagem do ntcleo pelas cargas eletronicas, ja sabemos as assimptotas
Ze? e?

para r—0 e Vp=-— para T — 00. (7.23)
dmegr

‘/b:_

dmegr

Um potencial efetivo, Vj, construido para satisfazer esses limites serve como primeiro chute
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r/aB

Figura 7.2: Potenciais coulombiano, blindado e efetivo.

para estabelecer e resolver numericamente a equacao de Schrédinger para cada elétron indepen-
dentemente,

2
H; = <—2hmV? + V0> Yi(r;) = ehi(r;) . (7.24)

Com isso calculamos todas as energias e auto-fungoes (s as partes radiais interessam) mini-
mizando a energia total e respeitando o principio fraco de Pauli, isto é todos os estados sao
sucessivamente enchidos com elétrons. Para a funcao de onda total obtemos

N
(Zﬁi>\PN:En\IJN com Uy=qp-.hy e E,=) e. (7.25)

=1

Com as auto-fungoes calculamos as densidades de carga. Integramos o campo para obter um
potencial que representa uma estimacao melhorada para o campo eletronico médio,

22 2
Ve e+ 3 [ e (7.26)
J

_ r
dmegr; T 4reg|r; —
J#1

Substituimos esse potencial na equacao de Schroédinger, e comegamos todo o processo de novo.
Esse método auto-consistente se chama método de Hartree. Fock melhorou esses calculos usando
fungoes de onda anti-simétricas para os elétrons de valéncia. Esse método se chama método de
Hartree-Fock. A ideia do método de Hartree estd visualizada no seguinte diagrama,
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escolhe um potencial comum V' (r) para
todos elétrons, p.ex. Thomas-Fermi

7

calcule as auto-fungoes %@) com
(3281 Vi) 1 = 0

Nk

P ’ i ‘ novaﬁrada
(2
\) | T
J classifica seguinte energias crescentes e; T
4 satisfazendo o principio de Pauli T
! ) 1
4 calcule o potencial médio V; agindo T
J sobre elétron i para todos @ T
{ Vi(ri) = Ej;éi / 475067«1-]- |¢z’(7“i)\2d37“j )
\J | T
+ calcule novos v; com esses V; T
)
+ (%A’ B 47rZESn' + V;(?"Z)) Vi = e T
\ 1 T
— ’ compare com ; inicial G
\L bom
] resultado ‘

7.2.2 Modelo da camada eletronica

Para resumir, o modelo de Thomas-Fermi permite entender a configuragao eletronica dos estados
fundamentais e fornece a base para o sistema peridédico dos elementos. Nesse modelo, os elétrons
sao tratados como particulas independentes, de um lado formando um potencial elétrico radial
efetivo, do outro lado sendo sujeitos & esse potencial. Em vez de requer anti-simetria da funcao
de onda, sé é necessario garantir que todos os elétrons se distinguem em pelo menos um niimero
quantico. As funcoes de atomos complexos sao parecidos as funcoes do hidrogénio. Podemos
utilizar os mesmos niimeros quanticos n, [, m;, e ms para cada elétron. No entanto, o potencial
radial efetivo depende muito da espécies é e bem diferente do potencial coulombiano. Portanto,
a degenerescéncia em [ é quebrada. Em geral, os elétrons com pequenos [ sao ligados mais
fortemente, porque eles tem uma probabilidade maior de ser perto do nicleo, onde o potencial
é mais profundo (ver Fig. 3.6). O mesmo argumento explique, porque elétrons com pequenos
n sao ligados mais fortemente. Essas observacoes podem ser verificadas convenientemente por
uma comparagao dos niveis de excitacao do elétron de valéncia dos alcalis.

7.2.2.1 O sistema periédica dos elementos

Camadas principais cheias n, [ sdo isotrépicas. Orbitas com pequenos 1 véem menos blindagem,
as Orbitas deles sao aproximadamente 7, ~ Tg ,/(Z — 2). Orbitas com grandes n sao blindadas,
as orbitas deles sdo aproximadamente 7, ~ nap. Seguinte o modelo de Bohr, as energias
em potenciais —1/r sao degenerados a respeito de {. O desvio do potencial coulombiano em
comparacao com essa lei, causado por blindagem em sistemas de muitos elétrons, quebra a
degenerescéncia é diminui a energia consideravelmente para pequenos [. Para grandes [ o termo
centrifuga domina a parte coulombiana e a diminui¢ao é muito menor. Por exemplo, no atomo
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Figura 7.3: Comparagao das energias de excitacao do elétron de valéncia para varios dtomos
alcalinos.

de sédio o orbital 3d chega a ser mais baixo do que o 4s. Ao longo do sistema periddico
dos elementos, as 6rbitas sdo consecutivamente enchidas com elétrons seguinte esses energias
deslocadas.

E importante distinguir trés sequéncias energéticas diferentes: 1. A Tab. 77 mostra, para
um dado atomo, as orbitas excitadas do ultimo elétron. 2. A sequéncia energética mostrada na
Tab. 77 dizendo em qual orbita o proximo elétron serd colocado, quando vamos para o proximo
atomo na Tabela periédica 7?7. 3. A sequéncia energética dos elétrons interiores. Enquanto para
os elétrons interiores achamos,

En,l < En,l+1 < EnJrl’l R (7.27)

a sequéncia estd parcialmente invertida para o ultimo elétron. Mas isso é essencial, porque é o
estado dos ultimos elétrons que determinam a reatividade quimica do dtomo. A sequéncia é,

1s 25 = 2p — 35 — 3p — 45 — 3d — 4p — 5s — 4d (7.28)
—bp —>6s—>4f >5d—6p—T7s —5f —=6d— Tp ...

Seguinte a regra de Hund o acoplamento L - S é energeticamente favordvel em comparacao
com o acoplamento j - j, o que significa que os spins dos ultimos elétrons, isto é, os elétrons fora
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Figura 7.4: A regra de Hund.

de sub-camadas (n,[) cheias, preferem orientar os seus spins em paralelo para anti-simetrizar as
fungoes de onda espaciais e maximizar a distancia entre os elétrons. Cada sub-camada da série
(7.28) deve ser enchida na ordem indicada antes de colocar elétrons na préxima camada.

Gases nobres tém pequenos raios, altas energias de excitagdo e energias de ionizagdo. O
elétron de valéncia deve preencher a lacuna até nimeros quéanticos principais mais altos. Ha-
logénios tém fortes eletroafinidades. Alcalis sdo semelhantes ao hidrogénio e tém energias de
excitacao 6pticas. O estado fundamental deles 25, /2 € determinado por um elétron de valéncia
s6 no orbital I = 0. Diferentemente do hidrogénio, as energias de excitagbes dependem muito
de [, pois érbitas pequenas | tem mais probabilidade na regido nio blindadas —Z2e?/r do em
6rbitas com grandes I, quem demoram mais tempo na regido blindadas —e?/r. Com a mesma
razao, energias que correspondem a maiores n sao semelhantes do espectro de hidrogénio.

A estrutura de camadas inteiras dos dtomos pode ser analisada por espalhamento de raios
X. Elétrons desacelerados por dtomos emitem um espectro continuo chamado Bremsstrahlung,
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mas também podem expulsar elétrons das camadas interiores. Quando um buraco é recheado
por cascatas de elétrons vindo de camadas superiores, o a&tomo emite um espectro de raio X
especifico (= 10* eV). As regras de selecio Al = +1 e Aj = £1 desdobram as linhas in dois
em dois componentes. Espectros de raios X de elementos vizinhos no sistema periédico dos
elementos sao muito parecidos, pois as camadas interiores nao sao blindadas com um potencial
aproximadamente oc Z2/r. Portanto, a dependéncia Z das linhas e mais ou menos w o Z2,
como previsto pelo modelo do dtomo de Bohr.

7.2.3 Resumo dos graus de liberdade de um atomo

O hamiltoniano total de um tinico 4tomo se compoe da energia cinética do nicleo e dos elétrons,
de varias potenciais de interacao entre o nicleo e os elétrons, de interacées com varios tipos de
campos eletromagnéticos externos.

f{ —7V Z < > + V(rl,sl, ..,I‘N,SN) + Viert (7.29)

E claro que, com a presencia de outros atomos, outras interacoes podem gerar outras contri-
buicbes relevantes para o hamiltoniano.
As seguintes interagoes contribuem para o potencial V. As interagdes coulombianas,

Z

Ze?
Vicl—ele = — E - = E 7.30
ncl—ele : 47T60’R — rz” € ele ele 47T€0|I‘Z — I‘]’ ( )
i=1 i#j=1

a antisimetria da fungdo de onda, isto é, integrais de intercambio,

Vsym (7.31)
as energias dos acoplamentos spin-érbita,
z
1 1 dVy
Vis=— L; - s; 7.32
ks ; e2m?c? |IR —r;| dr; (Li-si) (7.:32)

as energias dos acoplamentos spin-spin,

4 2

e g - 0j [o7 - (r;i —1j)][o; - (vi —rj)]

Vis = [ - -3 I =, (7.33)
17;1 m? | [ri — )3 (ri —rj)°

as energias dos acoplamentos érbita-orbita,

4
Vll = Z Cij(li : lj) 5 (734)
i#j=1

interagoes entre o spin dos elétrons e o spin nuclear e entre o momento angular orbital dos
elétrons e o spin nuclear,
A
Vhfs = ﬁ‘] I y (735)

correcoes relativisticas,

V;"el ) (736)
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Além disso, campos externos estaticos deslocam os niveis de energia e podem influenciar o
acoplamento interno dos momentos angulares e dos spins

Ver =—d-&, —ji-B. (7.37)

O que s@o os numeros quanticos bons depende das amplitudes relativas das interagoes in-
traatomicas.

Caso 1 é a estrutura fina com acoplamento L - S mais desdobramento Zeeman da estrutura
> V9 Veym > Vig > Vjps > Vp 0s nimeros quanticos sao

ele—ele?

hiperfina: Vi—eie, Vo ore

N, lia L7 87 J7 F7 mrg.

Caso 2 é a estrutura fina com acoplamento j - j mais desdobramento Zeeman da estrutura
hiperfina: Vie—eie, Ve e > Vie > Vo _ies Vsym > Vips > Vp os nlimeros quanticos sao
N, lia ji7 J) F7 mpg.

Caso 3 é a estrutura fina com acoplamento L - S mais hiperfine estructura do desdobramento
Zeeman: Vici—cie, Vie_ote > Vie_eier Vsym > Vis > VB > Vjps 0s ntimeros quanticos sao
ng, lia L7 Sa J,’I’)’LJ, mr.

Caso 4 ¢é a estrutura fina com acoplamento L - S mais desdobramento Paschen-Back da estru-
tura fina: Vic—ete, Vie_ere > Vie_cier Vsym > VB > Vis > Vjps 0s nlimeros quanticos sao
ni, lia L7 SamLa mg,myg.

Vici—ele desdobramento em n
estrutura grossa +
Vele—ele desdobramento em [
i
Vsym desdobramento em S Ny
+ V, ¢ desdobramento em j;
estrutura fina Vee desdobramento em L 4
+ Veyms Vele—ele desdobramento em J
V155 desdobramento em J v
1

estrutura hiperfina ’ Vi ts desdobramento em F ‘

7

efeito Zeeman ’ V15 desdobramento em mpg ‘

7.3 Exercicios

7.3.1 Interacao intereletronica
7.3.1.1 Ex: Atomo de hélio
Compare a energia de ligagao medida com a predi¢ao do modelo de Bohr considerando a interacao

entre os elétrons até primeira ordem TPIT.

7.3.2 Atomos de muitos elétrons
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EXERCICIOS

7.3.
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Tabela periédica.

Figura 7.5
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Capitulo 8

Sistemas periodicos

Muitos sistemas fisicos tratam particulas quanticas em potenciais periédicos. Exemplos sao
elétrons em cristais ou atomos frios em redes épticas. A periodicidade adiciona uma de riqueza
novos fendmenos.

8.1 O modelo de Bloch

O movimento de um elétron dentro de um cristal é dominado por um potencial V(r) espa-
cialmente peridédico vindo dos atomos positivamente carregados do cristal e do campo médio
produzido pelos elétrons quase-livres,

Vir)=V(r+R), (8.1)
onde R é um vetor conectando dois atomos arbitrariamente escolhidos da rede. Com o hamil-
toniano

: I oo 1% 8.2

H=— .
V4 V() (52)

podemos escrever a equacao de Schrodinger,
[H +V(0)]e(r) = E(r) . (8.3)

Como V e V sao invariantes a translacao Uy, (R)1(r) = ¥ (r+R) por uma distancia R constante,
onde o operador de translagao foi definido na Eq. (1.93), temos,

HU, (R)Y(r) = EU(R)Y(r) . (8.4)
Isto é, para um autovalor nao-degenerado !,
P(r+R) = f(R)i(r) . (8.5)
Esta relacdo vale para todos os vetores R da rede, tal que,
f(R1+Ro)ip(r) = ¢(r + Ry + Ra) = f(R1)¢(r + Ra) = f(R1)f(Ra)p(r) . (8.6)

A relacio f(R; + Ra) = f(R1)f(R2) é satisfeita pelo ansatz f(R) = ¢’*R onde k é um vetor
arbitrario do espaco reciproco. Obtemos o famoso teorema de Bloch,

Yi(r + R) = e Py (r) |, (8.7)

sso também vale para autovalores degenerados escolhendo uma base adequada de autovetores.
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124 CAPITULO 8. SISTEMAS PERIODICOS

que representa uma condi¢ao necessaria para qualquer autofuncao da equagao de Schrodinger
com potencial periédico.
A funcao de Bloch,

Yi(r) = u(r)e™®T  com  ur(r+R) = ug(r) |, (8.8)

automaticamente satisfaz o teorema de Bloch. Isto é, a funcao de onda do elétron 1 é uma onda
plana e™* modulada por uma funcio uy tendo a mesma periodicidade como a rede [8]. Apesar
do vetor da onda eletronica ser arbitrario, é possivel (e 1til) restringir o seu valor para a primeira
zona de Brillouin definida por k € [—m/a, 7/a] onde a é um vetor elementar da rede. A razao é,
que podemos reduzir um vetor de onda k numa fun¢do de onda ultrapassando a primeira zona
de Brillouin por um vetor G adequado da rede reciproca,

K=k+G, (8.9)

dando
¢k(r) = uk(r)eik'r = uk(r)e_iG'reik/'r = uk/(r)eik/'r = 1/Jk/(1‘) . (8.10)

A relacdo (8.8) vale para uy bem como para uys 2.

8.1.1 Aproximagao para elétrons quase-ligados

Supomos agora, que o comportamento do elétron préximo de um dtomo nao é influenciado por
atomos mais afastados,
Yr(r) = > ck)r—Ry) . (8.11)
i€lattice
Isto é, negligenciamos estados de superposicao do elétron em varios sitios da rede. O atomo é
sujeito & um potencial Uy (r — R;) localizado perto do 4tomo que fica na posigao R, e descrito
pela autofuncao ¢(r — R;) com a energia Ey,

h?
—%V2 + Uat(I' — Rz):| qS(r — Rl) = Eogi)(r — Rz) . (812)
Mesmo assim, a funcao 1k (r) deve satisfazer o teorema de Bloch. Isso é o caso quando ¢;(k) =
ek Ri ¢ portanto,
dr(r) = > e*Rigr—R;) . (8.13)
i€lattice

Exemplo 13 (Ansatz para funcdo de onda de elétrons quase-ligados): O ansatz
(8.13) satisfaz o teorema de Bloch, pois,

(;/,k(r+le) _ Zeik'Rﬁé(ri(RiiRj)) 2 Z (’,j’k‘<R’7R7>(‘,5(I‘*(R,;*Rj)) — kR, Ui(r) .

(8.14)

Calculamos agora a energia E(k) de um elétron com o vetor de onda k inserindo a funcao
(r) de (8.13) na equagao de Schrédinger e obtemos,

2
[—;mV2 + U(r)] Z ek Rig(r —R;) = E(k) Z e*Rigr —Ry) . (8.15)

iG-r

2Podemos verificar isso, substituindo na expressio uy = uxe” r por r + R sabendo que G - R = n27.
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U(r) é a energia potencial do elétron ilustrada na Fig.??? junto com a energia Uy (r — R;) de
um elétron livre.
Substituindo o termo da energia cinética de (8.15) pela energia cinética de (8.12), calculamos,

S e Uy~ R+ By + U(x) ~ E(Jo(x ~R) = 0. (5.16)

Agora multiplicando esta equacao com 9y (r) = > y e®Rig*(r—R;) e integrando sobre o volume
do cristal obtemos,

[E(k) — Eo] Y _ e (Ri~Ry) /¢*(r —R;)é(r — R;)dV (8.17)
2
- Z ok (Ri—R;) /¢*(r —Rj)[U(r) — Uu(r — Ry)|o(r — R;)dV .
2

As fungdes ¢*(r — Rj) e ¢(r — R;) se sobrepoéem pouco, mesmo para dtomos adjacentes, tal que
podemos desprezar os termos ¢ # j no lado esquerdo. A soma entao corresponde ao nimero N
de sitios na rede. No lado direito nao podemos desprezar os termos envolvendo outros sitios,
pois mesmo se as funcoes de onda de sitios adjacentes se sobrepoem pouco, a contribuicao da
diferencia de potenciais |U(r) — Uy (r — R;)| é bem menor para r = R; do que parar = R;. Do
outro lado, como as fungdes de onda ¢(r — R;) desaparecem rapidamente, quando |r — R;| >
|IR,, — R;|, podemos nos concentrar em sitios adjacentes (chamados de R,,),

NIE(Q) ~ Eo) =N [ (= R)IU ) ~ Uurle ~ Ro)Jo(r — RV (8.18)
BNOST R [ Ry U(E) - Ul — ROJO - Ri)aV
m=adjacente

Agora supomos adicionalmente, que a autofuncao ¢ exibe simetria radial correspondendo a
um estado s, obtemos para os autovalores da equagao de Schrédinger,

E(k)=Fy—a—~ > ek (Ri—Rm) (8.19)

m adjacente de 1

com o= |60~ R) Ve - Ro) = UwJos - Ro)av
e = [0 - Ry Unr - Ri) - U)o - Ri)aV

A interpretacado é a seguinte: A combinagdo dos dtomos numa rede produz um deslocamento
de energia a. Além disso, ela gera um desdobramento em uma banda de energias em funcao de
vetor de onda reduzido k...

8.1.2 Aproximacao para elétrons quase-livres

Aqui supomos um potencial homogéneo agindo sobre os elétrons livres e consideramos a influ-
encia da rede periédica como pequena perturbagao. O potencial periédico pode ser decomposto
em uma serie de Fourier pelos vetores G da rede reciproca,

Ur) =) Uge®™ . (8.20)
G
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Por consequéncia, podemos fazer para as fungdes de Bloch (8.9) o seguinte chute,

Yi(r) = u(r)e™®T  com  wuy(r) = \/LVT ZUG(k)eiG'r , (8.21)
G

onde V. é o volume do cristal.
Sem potencial periédico, as autofuncoes seriam aqueles de uma particula livre,

dic(r) = T (8.22)
com as autoenergias
h%k?
Folk)=Vo+ — . 8.23
o) = Vo + (323)

Inserindo as fungdes (8.20) e (8.21) na equacao de Schrodinger, obtemos,

2 iG"r ik-r o ! elkr & v
[Vz e D 06 = B e e (06T (524
G// G/
\/—Z |: k"‘G' ) E(k):| UG/(k)€i(k+G )I‘+ \/TTZU(;He Z’U,G/ k+G)r =0.
G//
Multiplicando agora com \/%a(k-s—G)-r e integrando sobre o volume do cristal (sabendo V% fVC Gy =

dg,0) obtemos,
[%(k +G)? — E(k)} ug(k) + Y Ug-cruc:(k) =0, (8.25)
G/

para qualquer valor de G.

Para estimar a dependéncia das componentes de Fourier ug(k) para G # 0 inserimos as
autoenergias nao-perturbadas na equagao (8.25) somente considerando, na soma sobre G’, os
termos da primeira ordem perturbativa, isto é, aqueles contendo Uy ou ug(k),

2h72n [(k + G) k‘2]uG(k) — U(]ug(k) + UQ’LLG (k) + UGuo(k) =0 (8.26)
B Uguo(k)
uc (k) = 7kt G (8.27)

Como os coeficientes de Fourier Ug tém, para G # 0, valores pequenos, a fungdo ug (k) é nao
negligencidvel somente para k2 ~ (k + G)? ou seja,

—2k-G ~ |G| . (8.28)

Queremos agora descobrir o significado deste condigao...
Para os coeficientes ug(k) e ug(k) obtemos,

[%k2 - E(k)} ug(k) + Upuo(k) + U_q(k)ug(k) =0 (8.29)
[%W - E(k)] ug (k) + Uguo(k) + Up(k)ug(k) =0 .

Disso segue,
2
[%kﬁ + U — E(k)} —UgU_g =0. (8.30)
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Como o potencial U(r) é real, U_gU¢. Portanto, introduzindo as autoenergias Fy(k) dos

elétrons livres (8.23),
E(k) = Ey(k) £ |Ug]| . (8.31)

Sob a influencia do potencial de perturbacao periédico encontramos nas superficies de uma zona
de Brillouin um desdobramento de energias. O espectro energético desenvolve um gap proibido.
Podemos entender esta observacao da maneira seguinte: No cristal todas ondas eletronicas com
vetores de onda terminando numa superficie de uma zona de Brillouin sao refletidas por reflexao
de Bragg. No exemplo de uma rede unidimensional entendemos, que a superposicao de uma onda
incidente (k = nm/a) com a refletida (k = —nn/a) produz ondas estacionarias de densidade de
probabilidade eletrénica p sendo proporcional & p; o< cos? n7/a ou py o sin? nm/a. A densidade
de carga p; é maxima no lugar do d4tomo do sitio, o que corresponde a uma energia de interagao
aumentada; a densidade ps é minima no lugar do atomo. Isso explica o desdobramento.

O modelo de Bloch consegue explicar muitas propriedades de metais, semicondutores e iso-
ladores.

8.1.3 Aplicagao a redes opticas unidimensionais

No seguinte, restringimos nés & um potencial unidimensional, V(z) = V(z + a), agindo sobre (o
centro de massa de) atomos. Um tal potencial pode ser gerado por dois feixes de laser de onda
plana contrapropagantes com vetores de onda kj, e —ky, e sintonizados ao lado vermelho de uma
transicao atomica. Nesta situacao os atomos sao atraidos aos maximos de intensidade luminosa,
os anti-nés. Portanto, podemos escrever o potencial como V(z) = —%\eik” + e7thr2 =
—Vo(1 + cos 2k z) ou, colocando K = 2kj,

V(z) = —2Vhcos’ Kz . (8.32)

Na expansdo de Fourier, V(z) = 3 Uxe'f*  este potencial corresponde aos coeficientes de

Fourier Uy = —Vy e Urg = —%. Expandimos também a fungdao de onda em ondas planas,

P(z) = > ¢ Cq€'?*; € inserimos essas expansoes dentro da equagao estaciondria de Schrédinger
Hvy = e, obtemos,

—h2 92 ) ) .
[MZwZUK“KZ] eyt = Yyt (539
K q

q

Definindo ¢ = k +nK, onde k € [-K/2,K/2] e n € Z,

2
[%(nK +k)? - Vb} Crictk — SVoCnK+h—K — SVOCnK+k+K = ECnK+k - (8.34)
Em notacao matricial,
Mc =¢c . (8.35)
onde a matriz fica em torno de n = .., —1,0,+1, ...
, :
k=K =Vo =3V Ch—K
M = —%Vo QE—ka -V —%Vo com c=]| ¢
2
-Vo  LEk+K)?2-W Cht K

.(8.36)
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Para potenciais rasos, Vo < h?2K?/2m, podemos desprezar os coeficientes Vy na Eq. (8.34) e
achamos,

e~ h2q?/2m . (8.37)

Do outro lado, olhando no fundo de potenciais profundos, Vg > h2K?/2m, podemos aproximar
harmonicamente o potencial por V(z) =~ —2Vp + %wZzQ com w = K\/Vo/m = hm'\2WE,.
Para este caso esperamos,

ern 2V +hw(n+3) . (8.38)

O espectro exato de autovalores € pode ser calculado determinando numericamente os autovalores
da matriz (8.36) para a primeira zona de Brillouin, k£ € [-K/2, K/2], e os limites de cima sdo
verificados.

-0.5 0 0.5

Figura 8.1: (Linha vermelha continua) Bandas de Bloch. (Linha preta pontilha) Sem potencial,
Vo = 0. Os parametros sao w, = (2m) 20 kHz, wp, = (27) 12 kHz, A, = 689 nm e Vj = 0.2%w,.

Para estimar a largura da banda proibida, cortamos uma matriz 2 x 2 dentro da matriz M
e desprezam os 0 seu acoplamento com as outras,

2 2 1
PR-K2-V, -iu
M, = <2m( _1‘% 0 ﬁQkZ‘Q—OVO> , (8.39)
2 2m

com k = %K Os autovalores sao € = hiff -V + %, isto é, o band gap é Ae = Vj.
O procedimento deve ser generalizado para condensados tomando em conta a energia do
campo médio. O teorema de Bloch diz, que a equacao de Schrédinger pode ser resolvida para

qualquer estado de Bloch. Estes sao superposigoes de estados de momento de onda plana [1],
Ur(2) = ey (2) | (8.40)

com ug(z) = ug(z + a).
O requerimento que (z) satisfaz a equagao e Schrodinger é equivalente a condi¢ao que ¢
satisfaz uma equagao de autovalores. Deixe T ser a matriz dos autovetores de M e D a matriz
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diagonal dos autovalores: M = U~!DU d4 DUc = eUec, tal que Uc podem ser entendidos
como autovetores.
Alternativamente, definimos d i1 = Cnx+k+K/Cnk+k, €ntao Eq. (8.34) fica
Vo
B (nK + k)? — 26 — Vo(2 + durc 1)

dpk bk = (8.41)

8.2 Oscilagcoes de Bloch

A oscilagdo de Bloch é um fendémeno da fisica do estado sélido. Se trata da oscilagdo de uma
particula (por exemplo, um elétron) confinado num potencial periédico (por exemplo, um cris-
tal), quando uma forga constante age sobre ele. Enquanto esse fendmeno estd muito dificil
observar em cristais reais devido ao espalhamento de eletrons por defeitos da rede, ele foi obser-
vado em superredes de semicondutores, em juncoes de Josephson ultrafinas e com atomos frios
em redes Opticas [7, 10].

Vamos primeiro mostrar um tratamento simples para elétrons sujeito & um campo elétrico
constante E. A equacdo de movimento unidimensional é,

dk
h— = —ek 8.42
o ep, (3.42)
com a solugao,
E
k(t) = k(0) — %t . (8.43)
A velocidade v do elétron é dada por,
1d€

onde &(k) denota a relacao de dispersao para uma dada banda de energia. Supoe, que essa tem
a seguinte forma (tight-binding limit),

& = Acosak , (8.45)

onde a é o parametro da rede e A uma constante. Entao, v(k) é dado por,

v(k) = f% sinak , (8.46)

e a posi¢ao do elétron por,

2(t) = / v(k(t))dt:—e%cos (“ft) . (8.47)

Isto mostre, que o elétron estd oscilando no espaco real. A frequéncia das oscilagoes é dada por,

ae|E|
h

wp = . (848)
Atomos neutros numa rede podem ser acelerados por gravitagao. Neste caso, simplesmente
substituimos a forca elétrica —eFE no cédlculo acima pela forca gravitacional mg, e obtemos o
resultado,
mgAr,
2h

wpBp = (8.49)



130 CAPITULO 8. SISTEMAS PERIODICOS

com o comprimento de onda do laser retrorefletido A;, = 2a fazendo a onda estacionaria.

To trace the matter wave dynamics, we start from the time-dependent Schrodinger equation
with the same periodic potential. We now expand the time-dependent wave function into plane
waves. Inserting this ansatz into Schrodinger equation, one obtains a set of equations for the
expansion coefficients ¢, which can be simulated on a computer.

Now, we additionally allow for an external force, whose potential can be added to the
Schrodinger potential. The additional term can be remove by a transformation into a mo-
ving frame, which modifies the equations of motion for the momentum population amplitudes
cn. particle at rest in a standing light wave sujeito a forca externa,

. 5 ot
maﬂ — _hiaiw + hWo
ot 2m 0z2 2

The additional term containing the Bloch oscillation frequency v, increases linearly in time.
As time goes on, a resonance is crossed at t = —n7p,, and the crossing is periodically repeated
at each n = —1,—2,0... By plotting the matter wave momentum in the lab frame, we see
that, every time the resonance is crossed, the momentum suffers an inversion corresponding
to a reflection of its motion. expand into plane (Bloch) waves with |c,(¢)|? momentum state
population [12, 13],

sin(2k;x )1 — mga (8.50)

o0
TZJ(ﬂf,t) _ Z Cn(t)em'nklx . eimgmt/h (851)
n=—oo
2
transform into moving frame, time-dependent solution with the usual recoil frequency w, = %
and
Vp = g (8.52)
Wy
the equation of motion now reads,
% = —dicwr(n + wpt) e + B2 (cpa1 — 1) (8.53)
center-of-mass momentum
(Phiab = > _ nlen () + it (8.54)

n

{ Pdlab 12Nk

AN A,
7 27 3

lab frame

moving frame
Figura 8.2: Dinamica de ...

Here is another pictorial representation of the Bragg reflection process. The request of
commensurability of the de Broglie and optical wavelengths is equivalent to saying, that the
momentum of the matter wave equals the single photon recoil momentum. Or in other words,
the matter wave is at the edge of a Brillouin zone. Indeed, the free particle dispersion relation
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is distorted due to the periodicity of the standing wave potential, such that a band gap opens.
As a consequence, instead of being accelerated without limits, the atom is enters the second
Brillouin zone, which is equivalent to say that it’s reflected to the other side of the Brillouin
zone.

But what do we actually mean, when we say the matter wave interacts with the standing
light wave? Well, this requires that the atom has an internal transition able to scatter photons
from the light beams. As any absorption and emission process transfers a recoil momentum
to the atom, we can picture the process as a Raman process: A photon is absorbed from the
left-going laser beam and reemitted into the right-going. This transfers twice the 1-photon recoil
momentum to the atom, which explains the Bragg reflection.

Of course, there are some conditions that need to be satisfied in order to observe Bloch
oscillations. The momentum transfer is efficient in the adiabatic rapid passage (ARP) regime
characterized by the conditions 2(v/w,) < (Wy/4w,)? < 16. The first condition can then
be read as the force driving the atoms to perform Bloch oscillations should be weak enough
to prevent interband transitions, which ensures the adiabaticity of the process. The other
condition requires the optical lattice to be sufficiently weak, so that the dynamics involves only
two adjacent momentum states at a time and the transfer between the two is successful.

Aa Aa

gravity : : — e : :
—> -0.5 0 0.5 pRik -2 -1 0 pl2hik;

Figura 8.3: Dindmica de ...

8.2.1 Funcoes de Wannier

Para aprender sobre o tunelamento Landau-Zener, as escadas de Wannier consultar [6, 16].
Resolva o Exc. 8.3.1.1.

8.2.2 Perspectivas: Redes opticas trés-dimensionais e o isolador de Mott
8.3 Exercicios

8.3.1 Sistemas perioédicos
8.3.1.1 Ex: Aproximacao gaussiana para funcao de Wannier

Considere uma onda estacionaria de luz produzindo um potencial dipolar da forma V(z) =
Wo sin?(kx) = % - % cos 2kz com Wy > E, = (hk)?/2m.
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a. Aproxima o potencial de um 1nico sitio em torno de x = 0 por um potencial harmonico.

b. Calcule para qual profundidade do potencial dipolar o potencial aproximado suporta pelo
menos um estado ligado.

c¢. Calcule o espagamento dos niveis e o comprimento do oscilador harmonico ap,.

d. Use o estado fundamental apropriadamente normalizado deste oscilador harmoénico como
aproximacao para a funcdo de Wannier wg(z). Assume a mesma profundidade da rede em

3/4
todas as direcoes de uma rede ctibica 3D. Derive a formula U3? = %k:ad (‘fEV—f) a partir de

UsP = g3D/w?070)(:c,y,z)d3r

com ¢3P = drhag

@ / Y ANVAN

10

(C)W
\ /
Wo W/

Figura 8.4: (a) Aproximagao de um potencial periédico por um potencial harmoénico. (b-¢) Um
potencial periédico infinito deve ser considerado como livre ou confinante?

8.3.1.2 Ex: Perturbative treatment of a weak lattice

A weak lattice potential with Vj < E, can be treated in perturbation theory to motivate the
resulting opening of a gap in the refolded energy parabola. The unperturbed Hamiltonian
Hy = p?/2m contains only the kinetic energy and the perturbation is V(x) = Vpsin?(kz) =
%Vb . %V’O(e%kx + e—2ik$).

a. Calculate V(z)¢,(z) and show that <¢p:ﬁ:ﬁk|v|¢p> are the only non-zero matrix elements of
the perturbation V' (z) between the eigenstates of Hy (which are the orthonormal plane waves
Op = e/ ™). Neglect the constant term of the potential, which only yields a global energy shift.
b. This coupling is relevant around those momenta p, where ¢, has the same energy ¢, or
¢p—nk- Show that these momenta are p = Fhk.

c. Consider the perturbed system restricted to the basis {|p = —hk),|p = +hk)} and give the
Hamiltonian as 2x2 matrix.

d. Diagonalize the matrix and consider the difference of the eigenenergies. Use them to estimate
the size of the gap, that the lattice opens between the two lowest bands.

e. Calculate the eigenstates and interpret them by comparing the probability density to the
lattice potential.
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