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2 Movimento linear / Potenciais separáveis 33
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6.3 Exerćıcios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

6.3.1 Estrutura fina e hiperfina . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

6.3.2 Interação com campos externos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106



6 SUMÁRIO
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Caṕıtulo 0

Preface

A mecânica quântica de Heisenberg e Schrödinger é, junto com a teoria da relatividade de Eins-
tein, a teoria mais fundamental da f́ısica. Essas teorias concernam a f́ısica inteira, da f́ısica do
estado sólido à f́ısica dos part́ıculas elementares. De certa maneira, a mecânica quântica e a
teoria da relatividade podem ser consideradas como meta-teorias, pois cada teoria ou modelo
que trata de um qualquer sistema ou fenômeno especifico tem uma interpretação clássica ou
quântica, respectivamente relativista. Sistemas altamente excitados são normalmente bem des-
critos pelas leis da mecânica clássica, más em baixas energias observe-se experimentalmente um
comportamento totalmente diferente, incompat́ıvel com as leis clássicas e, frequentemente, com
o entendimento saudável.

Não obstante, a mecânica quântica entrou no mundo cotidiano. Sistemas quânticos fraca-
mente excitados precisam de menos energia para funcionar e frequentemente são pequenos e
compactáveis. Eles são menos sujeito à ruido ou o rúıdo pode ser controlado. Eles são mani-
puláveis exibindo dinâmicas, como interferência quântica ou tunelamento, que podem ser utili-
zados para operações rápidas e precisas. O transistor, o laser ou a bomba nuclear são exemplos
de dispositivos escapando qualquer interpretação clássica. O computador quântico pode ser a
próxima etapa.

Apesar do fato que não existe nenhuma observação experimental contradizendo a a mecânica
quântica, muitas perguntas ficam ainda sem resposta. Por exemplo, não sabemos como incorpo-
rar o fenômeno da gravitação, e o fenômeno da coerência quântica na transição entre o mundo
quântico e o mundo clássico ainda é muito mal entendido. Assim, 100 anos depois da sua
formulação a mecânica quântica ainda representa um desafio para nossa razão exercendo uma
fascinação ininterrompida sobre cada nova geração de f́ısicos.

O auditório desse curso de Mecânica Quântica Aplicada são alunos de várias ciências exatas
com várias ńıveis de noções básicas da mecânica quântica. Por isso, começaremos o curso
com uma introdução nos fundamentos definindo os operadores e introduzindo os postulados da
mecânica quântica. Apresentaremos a equação de Schrödinger e a mecânica matricial, que se
tornam representações equivalentes da mecânica quântica. Discutiremos também o papel de
simetrias e a representação de grupos.

Com estes fundamentos podemos discutir vários exemplos, os mais importantes sendo o mo-
vimento linear de uma part́ıcula em baixa energia e o oscilador harmônico fracamente excitado.
Historicamente a primeira aplicação da mecânica quântica foi o átomo de hidrogênio com o fa-
moso modelo de Bohr à qual será dedicado uma parte importante deste curso com a discussão do
momento angular. Introduziremos também métodos matemáticos de aproximação como a teoria
de perturbação e o método variacional. Estes métodos são essenciais para obter informações
sobre sistemas mais complexos como a estrutura eletrônica de átomos e a ligação molecular.
Discutiremos rotações e vibrações moleculares, transições eletrônicas e propriedades elétricas e
ópticas de moléculas.

Hoje em dia, os sistemas de baixa energia mais puros são átomos individuais ou gases de
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2 CAPÍTULO 0. PREFACE

átomos frios presos em potenciais localizados. Técnicas poderosas de resfriamento nós levaram
até a criação de estados quânticos quase macroscópicos, chamados de ”condensados de Bose-
Einstein”, que serão discutidos no fim deste curso.

0.1 Organização do curso

A apostila foi desenvolvida para o curso Mecânica Quântica Aplicada (SFI5774) oferecido pelo
Instituto de F́ısica de São Carlos (IFSC) da Universidade de São Paulo (USP). O curso é des-
tinado à estudantes em F́ısica de pós-graduação. A apostila é uma versão preliminar continu-
amente sujeita à correções e modificações. Notificações de erros e sugestões de melhoramento
sempre são bem-vindas. A apostila incorpora exerćıcios as soluções das quais podem ser obtidas
do autor.

Informações e anúncios a respeito do curso serão publicados na página web:
http://www.ifsc.usp.br/ strontium/ − > Teaching − > SFI5774

A avaliação do estudante será feita baseado em provas escritas e um seminário sobre um
tópico especial escolhido pelo estudante. No seminário o estudante apresentará um tópico em 15
minutos. Ele também entregará um trabalho cient́ıfico de 4 paginas em forma digital. Tópicos
posśıveis são:
- Condensação de Bose-Einstein,
- Estados comprimidos - squeezed states,
- O método de Hartree-Fock,
- A aproximação WKB,
- O método de simulação de Monte Carlo da função de onda,
- A radiação do corpo negro e sua influencia sobre os estados dos átomos,
- O efeito Zeno quântico,
- Evolução temporal de uma part́ıcula livre descrita por um pacote de onda gaussiano,
- As equações de Bloch: derivação e interpretação,
- Átomos exóticos: o muônio,
- O salto quântico. A sua historia e observação,
- O gato de Schrödinger,
- O átomo de hélio,
- A hipótese de Einstein-Podolski-Rosen e a sua falsificação experimental,
- Elitzur and Vaidman bomb testing problem,
- O efeito de Aharonov-Bohm,
- O modelo de Jaynes-Cummings,
- Rúıdo quântico de projeção,
- O efeito Stark quadrático e dinâmico,
- Medida quântica de não-demolição,
- Cálculo de efeito fotoelétrico à partir da regra de ouro de Fermi,
- O método de combinação de orbitais atômicos (LCAO).

0.2 Literatura recomendada
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Caṕıtulo 1

Fundação da mecânica quântica

1.1 Antecedentes históricos

A ideia fundamental da mecânica quântica é a suposição da existência de entidades que, che-
gando à um limite, não podem mais ser subdivididas. Exemplos são a massa de um corpo, a
velocidade de um elétron orbitando um átomo ou a intensidade de um feixe de luz. Essa ideia foi
pronunciada pela primeira vez por Leucipo 500 anos a.c. e seu aluno Demócrito, que imaginaram
a matéria feita de part́ıculas mı́nimas que eles chamaram de átomos. Estes átomos se movem
livremente, colidem, combinam-se e separam-se: ”Há nada mais do que átomos e espaço li-
vre.” Os átomos microscópicos teriam as mesmas caracteŕısticas como os objetos macroscópicos
que eles formam quando se combinam, por exemplo a cor e a forma. A ideia do átomo ressurgiu
e foi afinado no decorrer do século 18 (vide Tab. 1.1 abaixo). Hoje sabemos que a ideia básica
era bom, más a realidade é um pouco mais complicado 1.

Tabela 1.1: Esboço histórico da quantização da matéria

500 a.c. Demócrito invenção do átomo
1800 Avogadro, Dalton reinvenção do átomo
1897 Thomson transporte de cargas, modelo de passas num bolo
1909 Rutherford, Geiger, Marsden espalhamento α, concentração da carga num núcleo
1911 Rutherford modelo planetário
1900 Bohr orbitais quantizados
1923 de Broglie matéria tem caracteŕısticas de ondas
1927 Davisson, Germer, Stern experiências de difração de elétrons e átomos

No final do século 19 o mundo f́ısico do parecia simples: a matéria e a luz era tudo que
existia. A matéria é constitúıda de átomos e luz é uma onda. Portanto, para descrever um
sistema real, só basta calcular as trajetórias das suas part́ıculas elementares, a propagação da
luz e a maneira como eles interagem. Sabemos agora que a vida não é tão simples, e que os
átomos também são ondas e luz também se comporta como part́ıculas.

Fricções entre as noções antigas é observações novas apareceram no fim do século 19, como
por exemplo a divergência infravermelha da radiação do corpo negro. O pioneiro das novas
ideias foi Max Planck, que em 1905, com uma pequena ajuda de Einstein quantizou o campo
eletromagnético, e portanto a luz, em pequenos osciladores harmônicos. Isso foi o ponto de
partida do desenvolvimento de uma nova teoria chamada de mecânica quântica. Logo essa teoria
foi aplicada para explicar o efeito fotoelétrico. A segunda etapa importante foi inicializada por
Niels Bohr que quantizou em 1913 o átomo de hidrogênio em ńıveis de excitação discretos.

1Para uma discussão mais extensa do conceito atômico vide a apostila do curso F́ısica atômica e molecular do
mesmo autor.

3
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Nesse curso de mecânica quântica aplicada concentraremos na matéria, isto é, aplicar essa
teoria em elétrons, átomos e moléculas. Só daremos uma pequena perspectiva para a quantização
da luz 2.

Tabela 1.2: Esboço histórico da quantização da luz

1801 Young luz é difratada como uma onda
1860 Maxwell teoria unificada da eletrodinâmica incluindo a luz
1888 Hertz detecção de ondas rádio
∼ 1890 medidas precisas do espectro de radiação do corpo negro
1900 Planck hipótese dos quantas: E = hν
1905 Einstein efeito foto elétrico, a luz se comporta como uma part́ıcula

No seguinte, em vez de seguir o curso histórico, introduziremos primeiramente o formalismo
da mecânica quântica e discutiremos depois, como interpretar e aplicar o formalismo.

1.1.1 Relação de dispersão e equação de Schrödinger

Um problema fundamental é a questão da propagação de entidades f́ısicas. Temos de um lado a
luz, cuja propagação no vácuo é descrita pela relação de dispersão ω = ck ou

ω2 − c2k2 = 0 . (1.1)

Como a luz é uma onda, na forma mais geral, supondo a validade do prinćıpio de superposição,
ela pode ser descrita por um pacote de onda, A(r, t) =

∫
ei(k·r−ωt)a(k)d3k. É fácil verificar que

a equação de onda,
∂2

∂t2
A− c2∇2A = 0 , (1.2)

reproduz a relação de dispersão.

Do outro lado, temos part́ıculas massivas lentas possuindo energia cinética,

E =
p2

2m
. (1.3)

Com a hipótese do de Broglie que mesmo uma part́ıcula massiva tem qualidade de onda podemos
tentar um ansatz 3 de equação de onda satisfazendo a relação de dispersão (1.3). À partir da
formula de Planck, E = ~ω, e da formula de Louis de Broglie, p = ~k, descrevendo a part́ıcula
por um pacote de ondas não sujeito á forças exteriores ψ(r, t) =

∫
ei(k·r−ωt)ϕ(k)d3k, é fácil

verificar que a equação,

i~
∂

∂t
ψ =

(
− ~2

2m
∇2

)
ψ , (1.4)

reproduz a relação de dispersão. Se a part́ıcula é sujeito à um potencial, sua energia total é
E = p2/2m+ V (r, t). Esta relação de dispersão corresponde à famosa equação de Schrödinger,

i~
∂

∂t
ψ =

(
− ~2

2m
∆ + V (r, t)

)
ψ . (1.5)

2Para quantização de campos escalares ou vetoriais vide as apostilas dos cursos Óptica Atômica e Interação
de luz com matéria do mesmo autor.

3Chute, hipótese de trabalho.
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1.1.2 Part́ıculas relativ́ısticas e equação de Klein-Gordon

Apesar das similaridades entre part́ıculas de luz e part́ıculas de material, existem diferencias
notáveis: O fóton é uma part́ıcula relativ́ıstica, não tem massa de repouso. Como podemos
estabelecer uma relação entre objetos tão diferentes?

Para esclarecer essa relação consideramos agora part́ıculas que são similares a luz no sentido
que tem velocidades altas, isto é, part́ıculas relativ́ısticas. À partir do principio relativ́ıstico de
equivalência entre massa e energia, obtemos para uma part́ıcula massiva E2 = m2c4 + c2p2 ou 4

ω2 − c2k2 =
m2c4

~2
. (1.6)

Essa relação de dispersão é obtida à partir da equação,

∂2

∂t2
A− c2∇2A = −m

2c4

~2
A , (1.7)

inserindo, por exemplo, o pacote de ondas já proposto A(r, t) =
∫
ei(kr−ωt)a(k)d3k, que não é

sujeito à forças externas. A equação (1.7) é uma equação de onda chamada equação de Klein-
Gordon. Para part́ıculas sem massa de repouso, como no caso de fótons, a equação se reduz à
equação de onda luminosa (1.2).

Agora fazendo a transição para velocidades não-relativ́ısticas, v � c, podemos expandir a
relação de dispersão,

E =
√
m2c4 + c2m2v2 = mc2

(
1 +

v2

2c2
+ ..

)
ou ~ω ' mc2 +

~2k2

2m
. (1.8)

Em analogia com a equação de Klein-Gordon podemos derivar a relação de dispersão aproximada
(1.8) à partir de uma equação de ondas,

i~
∂

∂t
A =

(
mc2 − ~2

2m
∇2

)
A . (1.9)

Com a transformação ψ = e−imc
2t/~A, redescobrimos a equação de Schrödinger (1.4),

i~
∂

∂t
ψ = − ~2

2m
∆ψ (1.10)

como limite não-relativ́ıstico da equação de Klein-Gordon.

É interessante notar que, em todos os casos discutidos, obviamente as relações de dispersão
e as equações diferenciais podem ser interconvertidas pelas substituições,

E −→ i~
∂

∂t
e p −→ −i~∇ . (1.11)

Discutiremos esta observação mais tarde na discussão do teorema de Ehrenfest nas Secs. 1.1.6,
1.1.7 e 1.4.3 .

4Usando a notação covariante com pµ ≡ (E/c,p): pµp
µ = m2c2 é uma invariante de Lorentz.
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1.1.3 Interpretação de Born

A primeira parte deste curso será dedicada a part́ıculas individuais ou sistemas de part́ıculas mas-
sivas distingúıveis, e somente tornaremos nossa atenção para a luz ou part́ıculas indistingúıveis
ao discutir a (segunda) quantização de campos.

Segundo nossa convicção atual, a verdade completa (negligenciando efeitos relativ́ısticos)
sobre um qualquer sistema é conteúdo na equação de Schrödinger (1.5). Essa declaração não
nós deixe mais esperto sem precisar a significação da função de onda ψ. Numa tentativa de casar
os conceitos de part́ıcula e de onda, Max Born propôs no ano 1926 a interpretação da grandeza

∫

V
|ψ(r, t)|2d3r (1.12)

como probabilidade de encontrar a part́ıcula no volume V .
Se |ψ(r, t)|2 tem a significação de uma densidade de probabilidade ou distribuição de proba-

bilidade, o quadrado da função de onda deve ser integrável,

‖ψ(r, t)‖2 ≡
∫

R3

|ψ(r, t)|2d3r <∞ . (1.13)

Isso nós permite de proceder à uma normalização da função de onda,

ψ̃(r, t) ≡ ψ(r, t)√∫
R3 |ψ(r, t)|2d3r

, (1.14)

tal que ‖ψ̃(r, t)‖ = 1.

1.1.4 Equação de continuidade

Em mecânica quântica associamos a função de onda que descreve um sistema quântico a uma
onda de probabilidade. Como a equação de Schrödinger descreve uma evolução temporal, para
ser útil, a função de onda deve permitir fluxos de probabilidade. Definimos a densidade de
probabilidade e o fluxo de probabilidade por

ρ(r, t) ≡ ψ∗(r, t)ψ(r, t) , (1.15)

j(r, t) ≡ ~
2mi

[ψ∗(r, t)∇ψ(r, t)− ψ(r, t)∇ψ∗(r, t)] .

Partindo da equação de Schrödinger podemos facilmente derivar a equação de continuidade (vide
Exc. 1.5.1.1),

ρ̇(r, t) +∇ · j(r, t) = 0 , (1.16)

ou na forma integral,

− d

dt

∫

V
ρd3r =

∫

V
∇ · jd3r =

∮

∂V
j · dS , (1.17)

usando a lei de Gauss. Sendo I ≡
∫
S j · dS a corrente de probabilidade que flui através da

superf́ıcie S delimitando a carga de probabilidade Q ≡
∫
V ρ(r, t)d3r, obtemos

−Q̇ = I . (1.18)

A equação da continuidade é obviamente similar daquela do electromagnetismo.
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1.1.5 Distribuições no espaço e no momento

Até agora só falamos de distribuições espaciais, ψ(r, t). Más também podeŕıamos considerar
distribuições de velocidade ou de momento. Em mecânica clássica, uma part́ıcula tem uma
posição e uma velocidade bem definida. Sabendo a posição e a velocidade, as equações de
Newton permitem predizer as coordenadas em tempos futuros. Vamos agora investigar, se a
equação de Schrödinger permite isso também.

A solução mais geral da equação de Schrödinger pode ser escrita como superposição de ondas
planas ei(r·k−ωt) com frequências ω = p2/2~m e vetores de onda k = p/~. Cada onda plana tem
uma amplitude individual ϕ(p), tal que

ψ(r, t) = 1
h3/2

∫
d3pϕ(p)ei(r·k−ωt) =

∫
d3p 1

h3/2
ϕ(p)ei(r·p/~−p

2t/2m~) , (1.19)

com h ≡ 2π~. No tempo t = 0, essa expansão é nada mais do que uma transformação de Fourier,

ψ(r, 0) = 1
h3/2

∫
d3pϕ(p)eir·k , (1.20)

que podemos inverter,

ϕ(p) = 1
h3/2

∫
d3rψ(r, 0)e−ir·k . (1.21)

Na ausência de forcas a distribuição de momento fica estacionária. Podemos agora utilizar
a distribuição de momento ϕ(p) como coeficientes da expansão da função de onda temporal
ψ(r, t), como mostrado acima. Assim, a expansão representa uma solução geral da equação de
Schrödinger dependente do tempo. A grandeza |ϕ(p)|2 é a densidade de probabilidade no espaço
de momento.

Exemplo 1 (Normalização da função de onda no espaço de momento): É fácil
mostrar que a densidade de probabilidade no espaço de momento também é normalizada:

∫
|ϕ(p)|2d3p = 1

h3

∫
d3p

∫
d3rψ∗(r)eir·k

∫
d3r′ψ(r′)e−ir

′·k

=

∫
d3r

∫
d3r′ψ∗(r)ψ(r′) 1

(2π)3

∫
d3keik·(r−r

′)

=

∫
d3r

∫
d3r′ψ∗(r)ψ(r′)δ3(r− r′) =

∫
|ψ(r)|2d3r = 1 ,

sabendo que a transformada de Fourier de uma onda plana é nada mais do que a distribuição

de Dirac.

Como as distribuições de probabilidade |ψ(r)|2 e |ϕ(p)|2 são interligadas por transformação
de Fourier, já sabemos que não podemos localizar 5 as duas simultaneamente. Se uma delas está
bem localizada, a outra é necessariamente deslocalizada. Faz o Exc. 1.5.1.2.

1.1.6 Valores esperados

Já vimos que as distribuições posição e momento de uma part́ıcula são repartidas. Calculamos
os valores médios dessas distribuições, denotados por 〈r〉 e 〈p〉, como primeiros momentos das
respectivas distribuições:

〈r〉 =

∫
d3r|ψ(r, t)|2r e 〈p〉 =

∫
d3p|ϕ(p, t)|2p . (1.22)

5Localizar: Restringir indefinidamente a área da distribuição.
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Usando as expansões (1.19) e (1.20) podemos calcular,

〈p〉 =

∫
ϕ∗(p)pϕ(p)d3p =

∫
1

h3/2

∫
ψ∗(r)e−ir·kd3rpϕ(p)d3p

= 1
h3/2

∫
ψ∗(r)

∫
ϕ(p)pe−ir·kd3pd3r

= 1
h3/2

∫
ψ∗(r)~i∇

∫
ϕ(p)e−ir·kd3pd3r =

∫
ψ∗(r)~i∇ψ(r)d3r .

Este cálculo mostra, que o valor esperado do momento pode ser exprimido através de um ope-
rador p̂ ≡ (~/i)∇ agindo sobre a função de onda 6,7.

Mais geralmente, podemos calcular o valor esperado de uma função em r e p

〈f(r,p)〉 =

∫
d3rψ∗(r)f(r, p̂)ψ(r) . (1.23)

No entanto, é importante notar, que os operadores r̂ e p̂ não necessariamente comutam.

Exemplo 2 (Não-comutação do espaço e do momento): Considerando um movimento
unidimensional, verificamos,

p̂xxψ =
~
i

d

dx
xψ =

~
i
ψ + x

~
i

d

dx
xψ 6= x

~
i

d

dx
xψ = xp̂xψ .

1.1.7 Evolução temporal de valores esperados

Consideramos agora a evolução temporal da posição de uma part́ıcula. Utilizaremos no seguinte
a regra de integração parcial

∫
V ψ∇ξ =

∮
∂V ψξ −

∫
V ∇ψξ = −

∫
V (∇ψ)ξ, assumindo que pelo

menos uma das funções, ψ ou ξ, desaparece na borda do volume, o que pode ser garantido
escolhendo o volume suficientemente grande. Para começar concentraremos na componente x
da posição, a derivada temporal da qual é calculada usando a equação de continuidade (1.16),

d

dt
〈x〉 =

∫
d3r

d

dt
|ψ|2x = −

∫
d3r x∇j = −

∫
dS · j x+

∫
d3r j · ∇x =

∫
d3r jx , (1.24)

Generalizando para três dimensões podemos escrever

d

dt
〈mr〉 = m

∫
d3r j = m

∫
d3r

~
2mi

[ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗] (1.25)

= 1
2

∫
d3r[ψ∗p̂ψ + ψp̂ψ∗] =

∫
d3rψ∗p̂ψ = 〈p̂〉 ,

desde que o valor esperado de p̂ é uma grandeza real.
Agora definimos o abreviação:

Ĥ ≡ − ~2

2m
+ V (r, t) , (1.26)

6Daqui para frente o chapel sobre uma grandeza f́ısica denotará operadores quânticos.
7Notamos aqui, que as regras 〈ψ|x̂|ψ〉 ↔ 〈φ| − ~

i
∇p|φ〉 e 〈ψ| ~

i
∇r|ψ〉 ↔ 〈φ|p̂|φ〉 derivadas da transformação

de Fourier são úteis para simulações numéricas da equação de Schrödinger: Em vez calcular a derivada espacial( ~
i
∇
)2

da funções de onda, faz uma Fast Fourier Transform (FFT) para o espaço de momento, multiplique com
p e transforme de volta.
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chamada de operador de Hamilton ou hamiltoniano e calculamos a segunda derivada da posição
usando a equação de Schrödinger (1.4),

d

dt
〈p̂〉 =

∫
d3r

[(
1
i~Ĥψ

)∗
p̂ψ + ψ∗p̂ 1

i~Ĥψ
]

= i
~

∫
d3r ψ∗(Ĥp̂− p̂Ĥ)ψ = i

~〈[Ĥ, p̂]〉 , (1.27)

introduzindo o comutador [â, b̂] ≡ âb̂− b̂â como abreviação. Depois,

i
~〈[Ĥ, p̂]〉 = i

~〈[V̂ , p̂]〉 = i
~

∫
d3rψ∗

[
V̂ ~
i∇ψ − ~

i∇(V ψ)
]

= −
∫
d3rψ∗ψ∇V = 〈F̂〉 . (1.28)

Em resumo, encontramos uma lei

〈F̂〉 =
d2

dt2
〈mr̂〉 , (1.29)

muito parecido à lei de Newton, mas em vez de se aplicar à corpúsculos localizados, a lei se
aplica à valores esperados de distribuições de probabilidade. Leis similares podem ser derivadas
para o momento angular e a conservação de energia.

A observação feita por Paul Ehrenfest, que na mecânica quântica os valores médios seguem
as mesmas leis da mecânica clássica se chama teorema de Ehrenfest.

1.2 Postulados da mecânica quântica

Nesta seção introduziremos os fundamentos e principais métodos da mecânica quântica. Apren-
deremos o que são observáveis e conheceremos os postulados que estabelecem a fundação da
mecânica quântica e o famoso principio da incerteza de Heisenberg.

1.2.1 Principio de superposição (Postulado 1.)

Um sistema f́ısico pode se encontrar em vários estados. Por exemplo, uma part́ıcula pode ser em
repouso ou em movimento, um átomo pode ser excitado ou deexcitado. Na mecânica quântica,
cada estado posśıvel é descrito por uma função de onda ψ. As funções de ondas podem ser funções
de vários tipos de coordenadas, por exemplo da posição ψ = ψ(r), do momento ψ = ψ(p) ou da
energia ψ = ψ(E). A escolha das coordenadas se chama representação.

Uma particularidade de sistemas quânticos é que eles podem estar em uma superposição de
estados. Isto é, se ψ1, ψ2, ..., ψk são estados posśıveis com amplitudes ck, automaticamente a
função

ψ =
∑

k

ckψk (1.30)

é um estado posśıvel também. Isso se chama principio de superposição, e significa, por exemplo,
que uma part́ıcula pode estar simultaneamente em vários lugares ou que um átomo pode estar
no mesmo tempo excitado ou deexcitado.

Existem sistemas que só podem existir num número restrito de estados, como o átomo de
dois ńıveis. Outros podem existir num número infinito de estados ou mesmo numa distribuição
continua de estados.

1.2.2 Interpretação da função de onda (Postulado 2.)

A função de estado (ou função de onda) caracteriza um sistema do qual podemos calcular
várias propriedades. A função pode adotar valores complexas destitúıdos de interpretação f́ısica
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imediata. De fato, a função de onda é sobretudo um construto matemático. Por outro lado, a
norma |ψ|2 tem a significação de uma probabilidade do sistema de estar no estado ψ. Isso é a
famosa interpretação de Max Born da função de onda (vide Sec. 1.1.3).

Se ψk com k = 1, 2, . . . são todos os estados posśıveis de um sistema, a interpretação como
probabilidade requer ∑

k

|ψk|2 = 1 . (1.31)

Analogicamente, para uma distribuição cont́ınua, por exemplo na representação espacial,

∫ ∞

−∞
|ψ(x)|2dx = 1 . (1.32)

Isto é, a probabilidade precisa de normalização.

1.2.3 Notação bra-ket de Dirac e representação com vetores

Para distinguir em formulas mais facilmente as amplitudes (que são números complexos) e as
funções de onda utilizaremos desde agora a notação Bra-Ket introduzida por Paul Dirac. As
funções são representadas por kets,

|ψ〉 =
∑

k

ck|k〉 . (1.33)

As transposições complexas destes estados são representados por bras,

〈ψ| = |ψ〉† =
∑

k

c∗k〈k| . (1.34)

Mas a notação tem outras vantagens. Por exemplo, supondo que conhecemos os três estados
posśıveis de um sistema, |1〉, |2〉 e |3〉, que são linearmente independentes. Então podemos definir
os estados como vetores:

|1〉 =




1
0
0


 , |2〉 =




0
1
0


 , |3〉 =




0
0
1


 . (1.35)

Esses três estados podem ser interpretados como uma base de um espaço vetorial representando
o sistema. Agora, cada função de onda pode ser expandida nesta base e exprimida por um vetor.
Um estado ket arbitrário deste sistema será então

|ψ〉 =



c1

c2

c3


 . (1.36)

O estado bra correspondente será

〈ψ| =
(
c∗1 c∗2 c∗3

)
. (1.37)

Agora podemos facilmente calcular a probabilidade para um sistema de estar num estado
|ψ〉,

||ψ〉|2 = 〈ψ|ψ〉 =
(
c∗1 c∗2 c∗3

)
·



c1

c2

c3


 = |c1|2 + |c2|2 + |c3|2 . (1.38)
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1.2.4 Observáveis (Postulado 3.)

O único jeito de achar informações sobre um sistema consiste em medir os valores de grandezas
caracteŕısticas do sistema, p.ex., a energia ou o momento linear. Na mecânica clássica aprende-
mos, que um sistema pode ser completamente caracterizado por um conjunto de grandezas f́ısicas
mensuráveis. Por exemplo, o movimento de um corpo ŕıgido de massa m e momento inercial I
é definido por sua posição r, seu momento p e seu momento angular L. Na mecânica quântica
descrevemos grandezas f́ısicas observáveis por operadores agindo sobre o espaço de Hilbert das
funções de onda, por exemplo, |ψ〉 7→ p̂|ψ〉, onde p̂ seria o operador do momento linear. Para
distinguir melhor as observáveis, colocamos um chapéu no śımbolo. Veremos mais para frente
(vide Sec. 1.3.5) que cada sistema quântico é completamente descrito por um conjunto completo
de observáveis.

Para achar os valores atuais aψ de uma qualquer observável Â numa situação espećıfica dada
por uma função de onda ψ precisamos resolver uma equação de autovalores,

Â|ψ〉 = aψ|ψ〉 . (1.39)

Podemos reescrever a equação como aψ = 〈ψ|Â|ψ〉. Os valores an são números reais, se a
observável é hermitiana, isto é,

Â = Â† =⇒ aψ = a∗ψ . (1.40)

Deixamos a prova desta afirmação para o Exc. 1.5.2.1.

Assim, postulamos a substituição das variáveis dinâmicas caracterizando um sistema clássico
por objetos abstratos chamado operadores. Esses operadores podem ser entendidos como pres-
crições matemáticas, p.ex., operadores diferenciais, agindo sobre um estado do sistema. O valor
esperado de um qualquer operador Â caracterizando um sistema num estado |ψ〉 é aψ ≡ 〈Â〉ψ ≡
〈ψ|Â|ψ〉/〈ψ|ψ〉. Tais operadores são espećıficos para um sistema mas independentes do seu es-
tado. As variáveis dinâmicas para um estado espećıfico são obtidas como autovalores de um
vetor de estado na variável respectiva. A evolução temporal ou dos operadores ou dos estados é
governada por equações de movimento (vide Sec. 1.4) 8.

1.2.5 Representação de operadores como matrizes

Do mesmo jeito como já representamos funções de ondas por vetores podemos também repre-
sentar operadores por matrizes,

Â ≡
∑

i,j

|i〉aij〈j| =




:
.. aij ..

:


 =




:

.. 〈j|Â|i〉 ..
:


 . (1.41)

Para extrair componentes de uma matriz fazemos, 〈i|Â|j〉, por exemplo,

〈1|Â|1〉 =
(
1 0 ..

)
· Â ·




1
0
:


 = a11 . (1.42)

8Note que existem tentativas teóricas de generalizar o conceito de observáveis para operadores não-hermitianos
[3, 4] só exibindo simetria PT .
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Projetores são operadores particulares definidos por,

P̂k ≡ |k〉〈k| =




0 : 0
.. 1 ..
0 : 0


 . (1.43)

O valor esperado de um projetor, 〈P̂k〉 = 〈ψ|P̂k|ψ〉 = |〈k|ψ〉|2, é nada mais do que a probabilidade
de encontrar um sistema no estado |ψ〉 no estado particular, pois expandindo como feito na
(1.33),

〈P̂k〉 =
∑

m,n

c∗mcn〈m|k〉〈k|n〉 = |ck|2 . (1.44)

Utilizando o formalismo de matrizes podemos definir outros operadores interessantes e veri-
ficar os seus propriedades,

|1〉〈1| =
(

1 0
0 0

)
, |2〉〈2| =

(
0 0
0 1

)
, (1.45)

|1〉〈2| =
(

0 1
0 0

)
= σ− , |2〉〈1| =

(
0 0
1 0

)
= σ+ .

Os operadores de subida e descida, σ±, também se chamam matrizes de Pauli, pois foram
introduzidas por Wolfgang Pauli. O vetor

~σ ≡




σ+ + σ−

i(σ− − σ+)
[σ+, σ−]


 (1.46)

é chamado vetor de Bloch 9,10. O valor esperado do vetor de Bloch tem um comprimento fixo
(vide Exc. 1.5.2.2).

A representação de grandezas f́ısicas por matrizes permite a descrição de estados de super-
posição quântica. O objetivo do Exc. 1.5.2.3 é de ilustrar isto no exemplo de uma part́ıcula
passando por uma fenda dupla.

1.2.6 Prinćıpio de correspondência (Postulado 4.)

Operadores não necessariamente comutam. Já verificamos na Sec. 1.1.6, que em uma dimensão
os operadores posição e momento não comutam. Podemos generalizar para três dimensões,

[p̂j , x̂k] = −i~δjk e [p̂j , p̂k] = 0 = [x̂j , x̂k] , (1.47)

o que é facilmente verificado substituindo os operadores por x̂k = xk e p̂k = ~
i∇ e deixando os

comutadores agir sobre uma função de onda ψ(x).
Inversamente, a mecânica quântica segue da mecânica clássica com a prescrição 11, A(qk, pk, t) −→

A(q̂k, p̂k, t) = Â. Deixando a menor quanta de energia posśıvel, ~ −→ 0, o comutador desaparece,
o espectro de energia torna-se continuo e recuperamos a mecânica clássica.

9O vetor de Bloch é muito utilizado na descrição da interação de um sistema de dois ńıveis com um campo de
luz (vide a apostila do curso Interação de luz com matéria do mesmo autor).

10O Schrödinger inventou a mecânica das ondas quando derivou a sua equação de ondas à partir da relação
de dispersão para part́ıculas massivas. O Heisenberg inventou a mecânica (detalhada nas últimas seções) que ele
chamou de mecânica das matrizes. Mais tarde ele mostrou a equivalência formal das duas teorias.

11Considerando o ordem de Weyl.
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1.2.7 Equação de Schrödinger e medidas quânticas (Postulado 5.)

A evolução temporal é dada pela equação de Schrödinger

i~
∂

∂t
|ψ〉 = Ĥ|ψ〉 . (1.48)

Um sistema fechado, desconectado do resto do mundo (chamaremos desde agora o resto do
mundo de reservatório) não é sujeito á dissipação, isto é, não perde energia para o reservatório.
Um tal sistema é sempre descrito por um hamiltoniano hermitiano. Infelizmente, este sistema
também não permite vazamento de informação, isto é, não podemos medir o sistema. Isso se
reflete no fato que a equação de Schrödinger não permite descrever o processo de uma medida
quântica. Pois antes da medida o sistema pode ser em vários estados ou mesmo uma superposição
de estados, enquanto depois da medida sabemos exatamente o estado. Isso equivale á uma
redução de entropia, que não é permitida num sistema fechado.

O famoso postulado de von Neumann de redução do estado ou de projeção da função de onda
formulado pelo John von Neumann descreve o processo de uma medida quântica em duas etapas
distintas 12. Numa primeira fase o aparelho de medida projeta o operador medido Â numa base
de autovetores. Isto é, se a medida é compat́ıvel com o operador 13, obtemos uma distribuição
de amplitudes de probabilidade dos resultados,

〈Â〉 = 〈ψ|Â|ψ〉 = 〈ψ|Â|
∑

k

ck|k〉 =
∑

k

akck〈ψ|k〉 =
∑

k

ak|ck|2 , (1.49)

com 〈ψ|ψ〉 =
∑

k |ak|2 = 1. Por isso, podemos entender |〈k|ψ〉|2 como a probabilidade do sistema
de estar no autoestado |k〉 14.

Na segunda fase, o medidor vai ler o aparelho de medida e notar o resultado. Se o estado
é estacionário, ele nunca vai mudar mais. Isto é, cada medida subsequente vai dar o mesmo
resultado. O Exc. 1.5.2.4 ilustra o processo da medida quântica no exemplo da medida da
energia de excitação de um átomo de dois ńıveis.

1.2.8 O gato de Schrödinger

Uma das áreas de investigações mais interessantes é a interface entre os mundos clássicos e
quânticos, macroscópicos e microscópicos. Para os pioneiros da mecânica quântica a questão
mais importante era do tipo: ”Como é posśıvel que uma part́ıcula microscópica voa simultanea-
mente através de duas aberturas?”. Hoje em dia, nós acostumamos com este fato simplesmente
aceitando de considerar part́ıculas como ondas. Mas ainda não entendemos muito bem ”Porque
o mundo clássico é tão diferente do mundo quântico?”, ”Porque a mecânica quântica permite
superposições quânticas de estados classicamente proibidas?”, ”Porque as leis fundamentais da
mecânica quântica são invariáveis à respeito da flecha do tempo, enquanto o mundo macroscópico
sempre vai do passado para a futuro?”, ”Como pode ser que na mecânica quântica permite efeitos
sem causa como a emissão espontânea, enquanto o mundo cotidiano parece ser determinado?”

Em algum limite, a mecânica quântica deve abranger a f́ısica clássica. Más apesar do teorema
de correspondência de Ehrenfest, esse fato é longe de ser trivial. Algumas previsões da f́ısica
clássica e da f́ısica quântica são fundamentalmente diferentes e, em alguns casos, contraditórias.

12Simplificação para um estado puro.
13Para entender o significado de compat́ıvel devemos estabelecer uma teoria de medição mais completa incluindo

o reservatório na descrição quântica.
14Alternativamente, Â −→

∑
k |k〉〈k|Â|k〉〈k|.
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Figura 1.1: Fenda dupla.

Os estados do gato de Schrödinger são o eṕıtome desse fato: Em uma versão do famoso paradoxo,
uma part́ıcula atravessa uma fenda dupla. Por trás de uma das fendas é um detector. Se ele
registra uma part́ıcula, um aparelho matando um gato está acionado. Sabemos que, na realidade
quântica a part́ıcula atravessa as duas fendas em um estado de superposição, tal que o gato
deveria ser num estado de superposição também. Na mecânica quântica os gatos podem estar
em uma superposição de ”morto”e ”vivo”.

Acreditamos hoje que as respostas das perguntas acima são, de alguma maneira escondidas
nos processos que decoerem os gatos de Schrödinger na transição do mundo microscópico até
o mundo macroscópico. Na pesquisa moderna, isso é uma das motivações para tentar criar
em laboratórios os maiores (quase macroscópicos) sistemas quânticos posśıveis, colocar-lhes em
estado de gato de Schrödinger e estudar a sua decoerência.

Figura 1.2: A medida de um sistema quântica pressupõe a interação do sistema com um reser-
vatório perturbando a sua dinâmica.

1.2.9 Equação estacionária de Schrödinger

A forma geral da equação de Schrödinger em uma dimensão é

ĤΨ(t, x) = i~
∂

∂t
Ψ(t, x) , (1.50)
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com Ĥ ≡ p̂2

2m + V (x, t) e p̂ ≡ −i~ ∂
∂x . Se o potencial é independente do tempo, V (x, t) = V (x),

podemos fazer o seguinte ansatz, Ψ(x, t) ≡ ψ(x)f(t). Inserindo na equação de Schrödinger,
obtemos,

1

ψ(x)

(
− ~2

2m

d2

dx2
+ V (x)

)
ψ(x) =

i~
f(t)

d

dt
f(t) = const. ≡ E . (1.51)

A solução da parte direita da equação é i~(ln f − ln f0) = E(t− t0). Portanto,

f(t) = f(0)e−iE(t−t0)/~ . (1.52)

Obviamente, |Ψ(x, t)|2 = |ψ(x)|2.
Agora podemos ver que a equação de Schrödinger estacionaria,

Ĥψ(x) = Eψ(x) , (1.53)

é nada mais do que uma equação de autovalores. Isso significa que a mecânica de ondas do
Schrödinger é equivalente á mecânica dos matrizes do Heisenberg. Os Excs. 1.5.2.5 e 1.5.2.6
pedem primeiros cálculos de autovalores e autovetores para sistemas de dois ńıveis.

1.3 Formalismo abstrato da mecânica quântica

O desenvolvimento formal da mecânica quântica será o assunto dessa seção. Aprenderemos como
achar um conjunto completo de observáveis caracterizando um sistema, discutiremos o papel das
simetrias na mecânica quântica e mostraremos como mudar entre várias representações de um
mesmo sistema.

1.3.1 Álgebra de Lie

Os operadores formam uma álgebra de Lie L2. Isso significa que L2 é no mesmo tempo um
espaço vetorial complexo e linear a respeito da adição e multiplicação escalar e um anel não-
comutativo com produto interno escalar. Em particular, L2 é unitário, normalizado, completo e
age sobre um espaço de Hilbert de estados quânticos e,

(Â+ B̂)|ψ〉 = Â|ψ〉+ B̂|ψ〉, (1.54)

(αÂ)|ψ〉 = α(Â|ψ〉) ,
(ÂB̂)|ψ〉 = Â(B̂|ψ〉) .

As propriedades do espaço Hilbert são

Â|ψ + ϕ〉 = Â|ψ〉+ Â|ϕ〉 , (1.55)

Â|aψ〉 = aÂ|ψ〉 .

Para um operador hermitiano, Â = Â†, temos 〈ψ|Â|ψ〉 = 〈Âψ|ψ〉 ou 〈Â〉 ≡ 〈ψ|Â|ψ〉 = 〈Â〉∗,
utilizando a notação bra-ket de Dirac,

〈ψ|† ≡ |ψ〉 . (1.56)

Existem operadores de identidade e de nulidade,

1̂|ψ〉 = |ψ〉 e 0̂|ψ〉 = 0 . (1.57)
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Definimos o (anti-)comutador como

[Â, B̂]∓ ≡ ÂB̂ ± B̂Â , (1.58)

que pode ser 6= 0. A soma e o produto de dois operadores hermitianos são hermitianos, porque

(Â+ B̂)† = Â† + B̂† = Â+ B̂ e (ÂB̂)† = B̂†Â† = B̂Â . (1.59)

As seguintes relações são sempre hermitianos,

ÂB̂ + B̂Â e i(ÂB̂ − B̂Â) . (1.60)

Definimos o produto escalar como,
〈ψ|ϕ〉 . (1.61)

Dois estados são chamados ortogonais, se 〈ψ|ϕ〉 = 0. A norma é escrita,

|ψ|2 = 〈ψ|ψ〉1/2 , (1.62)

o desvio é,

∆A ≡
√
〈Â2〉 − 〈Â〉2 . (1.63)

Um operador unitário é definido por Â−1 = Â†.

1.3.2 Bases completas

Se é imposśıvel achar um conjunto de amplitudes cn,

@{cn} tal que
∑

n

cn|n〉 = 0 , (1.64)

as funções são chamadas de linearmente independentes. Um conjunto de funções linearmente
independentes pode formar uma base. O espaço aberto por um conjunto de funções linearmente
independentes se chama espaço de Hilbert.

Um operador Â é completamente caracterizado por seus autovalores é autofunções. Se um
conjunto de autofunções |n〉 é completa, cada estado permitido do sistema pode ser expandido
nessas autofunções

|ψ〉 =
∑

n

cn|n〉 e Â|n〉 = an|n〉 . (1.65)

Para calcular propriedades de um sistema especifico, frequentemente queremos achar uma
representação matricial para o operador Â. Para isso, resolvemos a equação de Schrödinger
estacionaria, isto é, calculamos os autovalores e autovetores. Quando todos os autovalores são
diferentes, an 6= am, sabemos que os autovetores correspondentes são ortogonais, 〈n|m〉 = 0,

Â|n〉 = an|n〉 , Â|m〉 = an|m〉 , ∀{n,m} an 6= am (1.66)

=⇒ ∀{n,m} 〈n|m〉 = δm,n .

O Exc. 1.5.3.1 pede para demonstrar isso.
Frequentemente, por exemplo, no caso de uma part́ıcula confinada num potencial, existem

autovalores discretos (para E < 0) simultaneamente com autovalores cont́ınuos (para E > 0).
Assumindo 〈m|m′〉 = δm,m′ , 〈m|k〉 = 0 e 〈k|k′〉 = δ(k− k′), com uma base completa,

∑

m

|m〉〈m|+
∫
d3k|k〉〈k| = 1̂ , (1.67)
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um vetor arbitrário pode ser expandido numa base ortogonal,

|ψ〉 =
∑

m

|m〉〈m|ψ〉+

∫
d3k |k〉〈k|ψ〉 . (1.68)

Isso também vale para observáveis,

Â =
∑

m,n

|m〉〈m|Â|n〉〈n|+
∫
d3kd3l |k〉〈k|Â|l〉〈l| , (1.69)

e funções de observáveis,

f(Â) =
∑

m,n

|m〉f(〈m|Â|n〉)〈n|+
∫
d3kd3l |k〉f(〈k|Â|l〉)〈l| . (1.70)

1.3.3 Degenerescência

Os autovetores formam uma base natural para o espaço Hilbert. No entanto, um problema surge
em caso de degenerescência, isto é, quando alguns autovalores são iguais, an = am. Nesse caso
os autovetores que correspondem aos autovalores degenerados não são completamente definidos,
e temos que construir uma base verificando que todos autovetores constrúıdos são ortogonais.
Para isso, existe o método de ortogonalização de Schmidt, que funciona assim: Supomos que já
resolvemos a equação de autovalores e que encontramos um autovalor degenerado, Â|ak〉 = a|ak〉
para cada k = 1, .., gk, onde gk é o grau da degenerescência. Também achamos uma base
completa de autovalores |am〉, mas que não é ortogonal, isto é, 〈an|am〉 6= 0 para todos os n,m.
A tarefa consiste em construir outra base |bm〉 satisfazendo 〈bn|bm〉 = δn,m.

O primeiro vetor da base ortogonal pode ser escolhido livremente, p.ex.

|b1〉 ≡ |a1〉 . (1.71)

Como a base {|ak〉} é suposta completa, o segundo vetor e necessariamente uma combinação
linear dos vetores |ak〉, isto é, |b2〉 = |a2〉+λ|b1〉. Com a condição 〈b1|b2〉 = 0 = 〈b1|a2〉+λ〈b1|b1〉
podemos determinar o λ, e obtemos para o segundo vetor

|b2〉 ≡ |a2〉 − |b1〉
〈b1|a2〉
〈b1|b1〉

. (1.72)

Do mesmo jeito podemos, calcular para um terceiro vetor, |b3〉 = |a3〉+µ|b1〉+ν|b2〉, as condições
〈b1|b3〉 = 0 = 〈b1|a3〉+ µ〈b1|b1〉 e 〈b2|b3〉 = 0 = 〈b2|a3〉+ ν〈b2|b2〉 e obter

|b3〉 ≡ |a3〉 − |b1〉
〈b1|a3〉
〈b1|b1〉

− |b2〉
〈b2|a3〉
〈b2|b2〉

. (1.73)

Uma maneira geral de escrever é,

|bk〉 ≡
(

1− |b1〉〈b1|〈b1|b1〉
− |b2〉〈b2|〈b2|b2〉

− ..
)
|ak〉 . (1.74)

No Exc. 1.5.3.2 praticamos a ortogonalização de um conjunto de três vetores linearmente inde-
pendentes mas não ortogonais, e no 1.5.3.3 achamos uma base ortogonal para um sistema de
três ńıveis parcialmente degenerado.
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1.3.4 Bases como operadores unitários

Uma maneira de formular o problema de autovalores é a seguinte: Seja |n〉 uma base ortonormal
com os autovalores respectivos an de um operador Â:

Â|n〉 = an|n〉 com 〈n|m〉 = δmn . (1.75)

Constrúımos as matrizes,

U ≡
(
|1〉 |2〉 · · ·

)
e Ê ≡



a1 0 · · ·
0 a2
...

. . .


 . (1.76)

Com a definição de U temos,

U † =



〈1|
〈2|
...


 e U †U =



〈1|1〉 〈1|2〉 · · ·
〈2|1〉 〈2|2〉 · · ·

...
...

. . .


 = 1̂ . (1.77)

Portanto,

U †U = 1̂ =⇒ U †UU−1 = 1̂U−1 =⇒ U † = U−1 (1.78)

U †U = 1̂ =⇒ UU †UU−1 = U 1̂U−1 =⇒ UU † = 1̂ .

Também vale,

Â|n〉 = Ê|n〉 e ÂU = UÊ . (1.79)

Isto é, conhecendo a matriz unitária (ou de transformação) U , podemos resolver o problema dos
autovalores simplesmente por Ê = U−1ÂU .

Note, que isso não vale para uma base não ortonormal. Nesse caso, precisamos fazer uma
ortogonalização de Schmidt e utilizar a condição det Û = 1. Usamos a técnica detalhada nesta
seção para resolver os Excs. 1.5.3.4 e 1.5.3.5.

1.3.5 Sistema completa de operadores comutandos

Mesmo quando um sistema é simples, podemos fazer vários tipos de perguntas (medidas). Consi-
derando, por exemplo, uma part́ıcula voando livremente no espaço, podemos procurar a posição
ou a velocidade dela. Seja a o resultado de uma medida da observável Â, isto é, a = 〈ψa|Â|ψa〉.
Devido à medida sabemos que o sistema está no estado |ψa〉. Imediatamente depois dessa pri-
meira medida, fazemos uma outra medida de uma outra observável B̂ dando 〈ψa|B̂|ψa〉. O
resultado desta medida só pode dar um autoestado b = 〈ψa|B̂|ψa〉, se os comutadores comutam,
[Â, B̂] = 0. Ou seja, se dois operadores Â e B̂ comutam e se |ψ〉 é um autovetor de Â, então
B̂|ψ〉 também é um autovetor de Â com o mesmo autovalor:

[Â, B̂] = 0 , a = 〈ψ|Â|ψ〉 (1.80)

=⇒ Â(B̂|ψ〉) = a(B̂|ψ〉) e 〈ψ|B̂|ψ〉 ∈ R .

Além disso, observamos que, se dois operadores comutam, a base ortonormal constrúıda
para um dos operadores também é ortonormal para o outro. Ou seja, se dois operadores Â e B̂
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comutam e se |ψ1〉 e |ψ2〉 são dois autovetores de Â com diferentes autovalores, o elemento de
matriz 〈ψ1|B̂|ψ2〉 é igual a zero:

[Â, B̂] = 0 , ak = 〈ψk|Â|ψk〉 para k = 1, 2 (1.81)

=⇒ 〈ψ1|B̂|ψ2〉 = 0 .

Finalmente afirmamos que, se dois operadores Â e B̂ comutam, podemos construir uma base
ortonormal {|ψa,b〉} com autovetores comuns a Â e B̂:

[Â, B̂] = 0 (1.82)

=⇒ ∃ {|ψa,b〉} tal que Â|ψa,b〉 = a|ψa,b〉 e B̂|ψa,b〉 = b|ψa,b〉 .

As demonstrações das afirmações (1.80) to (1.82) são feitas no Exc. 1.5.3.6.

A fato que operadores comutandos têm um sistema comum de autovetores autorizando au-
tovalores afiados pode ser utilizado para a construção e caracterização de um estado.

Exemplo 3 (Medição do momento em direções ortogonais): Por exemplo, as soluções
obvias das equações de autovalores,

p̂x|ψpx〉 = ~
i∇|ψpx〉 = px|ψpx〉 e p̂y|ψpy 〉 = py|ψpy 〉

são as ondas planas eipxx/~ e eipyy/~. Portanto, o estado total da part́ıcula pode ser descrito
por

|ψpx,py,pz 〉 = |ψpx〉|ψpy 〉 = e(i/~)(pxx+pyy)f(z) .

No entanto, essas autofunções são infinitivamente degeneradas, pois o momento linear na
direção z não está especificado. O terceiro operador p̂z|ψ〉 = pz|ψ〉 comuta com os outros,

[p̂k, p̂m] = δk,m .

Portanto,

|ψpx,py,pz 〉 = e(i/~)(pxx+pyy+pzz) ,

é um estado posśıvel do sistema.

Por outro lado, se nós escolhemos p̂2z = −~2 ∂2

∂z2 como terceiro operador, dando autovalores
p2z, o estado teria sido

|ψpx,py,p2z 〉 = e(i/~)(pxx+pyy) cos pzz~ ou |ψpx,py,p2z 〉 = e(i/~)(pxx+pyy) sin pzz
~ . (1.83)

Portanto, existem duas soluções com os mesmos autovalores, px, py, p2z. Para levantar essa

degenerescência, precisamos introduzir mais uma observável. Essa observável pode ser, por

exemplo, a paridade P̂ , isto é, o comportamento da função de onda sobre espelhamento

z −→ −z no plano x-y. O fato, que os CCOC px, py, pz de um lado, e px, py, p2z, P̂ do

outro lado são equivalentes mostra, que o número necessário de observáveis para um CCOC

depende da escolha judiciosa deles.

Também, o número necessário para um conjunto completo de operadores comutandos (CCOC)
depende do número de graus de liberdade é da simetria do sistema. No caso da part́ıcula livre em
uma dimensão basta considerar uma observável só, por exemplo X̂ ou P̂ . Em três dimensões, já
precisamos pelo menos três observáveis comutandos. No Exc. 1.5.3.7 tentamos achar um CCOC
para uma matriz com autovalores parcialmente degenerados.
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1.3.6 Relação de incerteza

Já aprendemos que observáveis que não comutam não podem ser medidas com precisão arbitra-
ria. Esse principio pode ser quantificado da seguinte maneira: Sejam Â e B̂ duas observáveis.
Então,

∆Â∆B̂ ≥ 1
2 |〈[Â, B̂]〉| . (1.84)

Isso é a famosa relação de incerteza de Heisenberg (vide Exc. 1.5.3.9). Por exemplo, [p̂, x̂] =
−i~, e portanto ∆p∆x ≥ ~/2. Veremos mais tarde (vide Sec. 4.1.1) que [L̂x, L̂y] = i~L̂z tal que
∆lx∆ly ≥ ~〈lz〉/2. Mais dif́ıcil mostrar, pois o tempo não tem operador simples, é ∆E∆t ≥ ~/2.
No Exc. 1.5.3.8 provamos a inigualdade de Schwartz, e no Exc. 1.5.3.9 pedimos uma derivação
formal do principio da incerteza de Heisenberg.

1.3.7 Simetrias na mecânica quântica

Já vimos na Sec. 1.3.4 que, alem das observáveis, existe uma outra categoria de operadores
que não corresponde à grandezas f́ısicas mensuráveis, mas é muito útil no formalismo quântico.
Esses são os operadores de transformação unitária. Nesta seção conheceremos alguns exemplos
interessantes.

1.3.7.1 Operador de translação temporal

A evolução temporal de um sistema é descrito pela equação de Schrödinger cuja solução formal
pode ser pronunciada da maneira seguinte,

|ψ(t)〉 = e−iĤt/~|ψ(0)〉 . (1.85)

Com isso podemos definir um operador de translação temporal,

US(τ) ≡ e−iĤt/~ tal que US(τ)|ψ(t)〉 = |ψ(t+ τ)〉 . (1.86)

Discutiremos a evolução temporal de maneira mais extensiva na Sec. 1.4.

1.3.7.2 Operador de translação espacial

Antes de discutir o operador de translação precisamos derivar a seguinte regra de cálculo com
comutadores, o que será feito no Exc. 1.5.3.10:

eÂB̂e−Â = B̂ + [Â, B̂] +
1

2!
[Â, [Â, B̂]] + ... . (1.87)

Agora aplicamos essa formula para os dois operadores P̂ e R̂ relacionados pela regra de
comutação,

[P̂ , R̂] = −i~ . (1.88)

Obtemos

e(i/~)aP̂ R̂e(−i/~)aP̂ = R̂+ [(i/~)aP̂ , R̂] +
1

2!
[(i/~)aP̂ , a] + ... = R̂+ a . (1.89)

Isto é, o operador Utr(a) ≡ e(−i/~)aP̂ faz uma translação espacial do operador de posição. O
operador é unitário,

Utr(a)−1 = Utr(a)† , (1.90)
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e forma um grupo desde que Utr(a)Utr(b) = Utr(a + b). Resumindo o impacto do operador de
translação sobre os operadores do espaço,

U †tr(a)R̂Utr(a) = R̂+ a , U †tr(a)P̂Utr(a) = P̂ , (1.91)

onde a segunda relação é óbvia.
Para demonstrar como ele age num estado, vamos calcular,

R̂e(−i/~)aP̂ |r〉 = e(−i/~)aP̂ (R̂+ a)|r〉 = (r + a)e(−i/~)aP̂ |r〉 . (1.92)

Portanto,

Utr(a)|r〉 = e(−i/~)aP̂ |r〉 = |r + a〉 . (1.93)

Finalmente, comparando a expansão do operador de translação

e(−i/~)aP̂ |r〉 =

(
1− i

~
aP̂ − 1

~2

(aP̂ )2

2!
+ ..

)
|r〉 , (1.94)

com a expansão de Taylor do estado translado,

|r + a〉 =

(
1 + a

d

dr
+
a2

2!

d2

dr2
+ ..

)
|r〉 . (1.95)

obtemos

P̂ |r〉 = −~
i

d

dr
|r〉 . (1.96)

1.3.7.3 Operador de rotação

Calculamos,

e~α×r =
∑

n

(~α×)n

n!
r = r + ~α× r + 1

2~α× (~α× r) + .. (1.97)

= êα(êα · r) + êα × r sinα− êα × (êα × r) cosα , (1.98)

como pode ser mostrado no Exc. 1.5.3.11. Definimos o operador de rotação por,

U †rt(~α)R̂Urt(~α) = e~α×r , Urt(~α)|r〉 = |e~α×r〉 . (1.99)

Para derivar a forma explicita do operador de rotação, consideramos duas rotações em torno
do mesmo eixo ~α = λ1êα + λ2êα, tal que

Urt(λ1êα)Urt(λ2êα) = Urt(λ1êα + λ2êα) . (1.100)

Calculando a derivada desta equação por λ1 e colocando depois λ1 = 0, temos,

dUrt(λ1êα)

dλ1

∣∣∣∣
λ1=0

Urt(λ2êα) =
dUrt(λ1êα + λ2êα)

d(λ1 + λ2)

∣∣∣∣
λ1=0

d(λ1 + λ2)

dλ1

∣∣∣∣
λ1=0

(1.101)

=⇒ dλ1êα
dλ1

∣∣∣∣
λ1=0

· ∇~βUrt(~β)
∣∣∣
λ1=0

=
dUrt(λ2êα)

dλ2

=⇒ êα ·
L

i~
=
dUrt(λ2êα)

dλ2
,
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onde definimos o operador do momento angular L̂ ≡ i~ ∇~β
Urt(~β)

∣∣∣
λ1=0

. A solução da última

equação é,

Urt(~α) = e(−i/~)L·~α . (1.102)

A forma explicita de L segue à partir da sua aplicação num estado |r〉. Comparando a expansão
do operador (1.102),

Urt(α)|r〉 =
(
1− i

~L · ~α+ ...
)
|r〉 (1.103)

com a expansão de Taylor do estado

|e~α×r〉 = |r + ~α× r + ...〉 = |r〉+ (~α× r) · ∇r|r〉+ ... , (1.104)

achamos
L̂|r〉 = −~

i r×∇r|r〉 = r̂×P|r〉 = −P× r̂|r〉 , (1.105)

isto é,
L̂ = R̂× P̂ = P̂× R̂ . (1.106)

Portanto, a observável L̂ é o momento angular orbital da part́ıcula produzindo as rotações.

1.3.7.4 Transformação de Galilei

A transformação de Galilei é definida por,

Tvr = r + vt e Tvp = p +mv . (1.107)

Vale Tv1Tv2 = Tv1+v2 . Procuramos o operador desta transformação à partir das suas ações
sobre estados de posição e de momento. Para a posição temos,

UG(v)|r〉 = eiϕ(r)|r + vt〉 = eiϕ(r)e(−i/~)P̂·vt|r〉 = e(−i/~)P̂·vteiϕ(R̂)|r〉 . (1.108)

O fator de fase eiϕ(r) é necessário para poder descrever simultaneamente o impacto sobre o
momento,

UG(v)|p〉 = UG(v)e(−i/~)R̂·vm|p +mv〉 = e(−i/~)P̂·vteiϕ(R̂)e(−i/~)R̂·vm|p +mv〉 . (1.109)

Para este estado pertencer ao autovalor p + mv, os prefatores não devem depender de R̂, tal
que,

ϕ(R̂) = 1
~R̂ · vm . (1.110)

Inserindo na Eq. (1.108) obtemos,

UG(v) = e(−i/~)P·vte(i/~)R̂·v = e(−i/~)v·G . (1.111)

Com o comutador de P̂ e R̂ derivamos,

[G · a,G · b] = 0 , (1.112)

e com isso,
UG(v1)UG(v2) = UG(v1 + v2) . (1.113)

A observável i~∇vUG(v)|v=0 = G = P̂t = R̂m define (para t = 0) o operador de posição através
da transformação de Galilei.
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1.3.7.5 Teorema de Noether

As leis fundamentais da f́ısica frequentemente são exprimidas como simetrias. O conhecimento
das simetrias permite a caracterização de um sistema e do seu comportamento sem a necessidade
de conhecer os seus detalhes. Muitas vezes podemos deduzir a equação diferencial do movimento
à partir das simetrias. As simetrias fundamentais definem as leis fundamentais da f́ısica. Seguinte
o teorema de Noether cada simetria corresponde a uma grandeza conservada, isto é, invariável
para todos os tempos. Ou seja, a invariância de um sistema para transformação de simetria
representa uma lei de conservação. Por exemplo, a homogeneidade do espaço corresponde a
conservação do momento linear.

Uma transformação de simetria é definida por

|ψ〉 −→ U |ψ〉 e Q̂ −→ UQ̂U † . (1.114)

Portanto, para achar uma lei de conservação, isto é, uma observável invariável (também cha-
mada de constante do movimento) devemos verificar que a observável e as funções de onda
transformadas satisfazem simultaneamente as mesmas equações fundamentais (isto é, a equação
de Schrödinger ou a equação de Heisenberg) como a observável e as funções de onda originais.
Por exemplo, se a função de onda |ψ〉 satisfaz a equação de Schrödinger, a função de onda U |ψ〉
deve fazer isso também,

ĤU |ψ〉 !
= i~

d

dt
U |ψ〉 = i~

dU

dt
|ψ〉+ i~U

d

dt
|ψ〉 = i~

dU

dt
|ψ〉+ UĤ|ψ〉 . (1.115)

Por consequência, obtemos a relação,

[Ĥ, U ] = i~U̇ . (1.116)

Exemplo 4 (Observáveis conservadas): Um operador B̂ que comuta com o hamiltoniano
não depende explicitamente de tempo,

i~
d

dt
〈B̂〉 = 〈[B̂, Ĥ]〉 . (1.117)

isto é, ele é conservado. Para ver isso fazemos o seguinte cálculo,

i~
d

dt
〈ψ|B̂|ψ〉 = i~〈ψ̇|B̂|ψ〉+ i~〈ψ| ˙̂

B|ψ〉+ i~〈ψ|B̂|ψ̇〉 (1.118)

= 〈ψ̇|Ĥ†B̂|ψ〉+ 0 + 〈ψ|B̂|Hψ〉 = 〈ψ|[B̂, Ĥ]|ψ〉 .

1.3.7.6 Leis de conservação

• A homogeneidade temporal significa invariância à respeito de uma translação no tempo,
isto é, á respeito da transformação unitária temporal

U(τ) ≡ |ψ(τ)〉〈ψ(0)| = e(i/~)Êτ . (1.119)

Como d
dte

(i/~)Êτ = 0, isso significa [e(i/~)Êτ , Ĥ] = 0, o que implica á conservação de energia

[Ê, Ĥ] = 0. Isso será verificado no Exc. 1.5.3.12.
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Exemplo 5 (Homogeneidade do tempo): Imaginamos a seguinte experiência mental ou

Gedankenexperiment: Consideramos dois corpos atraentes que se afastam um do outro até

chegar no perihelo. Neste momento, antes que os corpos se aproximam de volta, mudamos

as leis, por exemplo, modificando a força da atração. Quando os corpos chegam no ponto

inicial a energia total não é nula. Por isso, a conservação da energia indica que as leis são

invariáveis.

• Homogeneidade do espaço significa invariância para translação espacial, isto é, á respeito
da transformação unitária translacional

U(a) ≡ |r + a〉〈r| = e(−i/~)p·a . (1.120)

Isso é equivalente á conservação de momento [p̂, Ĥ] = 0.

Exemplo 6 (Homogeneidade do espaço): O teorema de Ehrenfest diz que [p̂, H] =

−i~∂H∂p̂ . Portanto, o comutador não é nulo quando tem um potencial, Ĥ = p̂2/2m + V (r̂).

Isso é obvio, pois o potencial introduz uma inomogeneidade de energia para uma part́ıcula

interagindo com o potencial. No entanto, isso não significa que o espaço mesmo é inomogêneo,

pois para verificar a invariância translacional do espaço devemos deslocar o sistema inteiro,

isto é, a part́ıcula junto com o potencial. Por exemplo, se o potencial é gerado por uma outra

part́ıcula devemos considerar o hamiltoniano Ĥ = p̂2
1/2m1 + p̂2

2/2m2 + V (r̂1 − r̂2).

• Isotropia espacial significa invariância para rotação, isto é, á respeito da transformação
unitária rotacional

U(φ) ≡ e(−i/~)L̂φ . (1.121)

Isso é equivalente á conservação do momento angular [L̂, Ĥ] = 0.

Exemplo 7 (Isotropia do espaço): Imaginamos agora que as forcas de atração de dois

corpos não são iguais. Isto é, contrario a terceira lei de Newton o corpo A atrai o corpo B

mais do que o corpo B atrai o corpo A. Nesse caso depois de um tempo os dois corpos têm

momentos diferentes.

• O Galilei boost demanda invariância de Galilei á respeito da transformação |r + vt,p +
mv〉〈r,p|, isto é, a independência da velocidade v do sistema inercial.

Além das transformações de simetrias continuas existem transformações discretas. As sime-
trias discretas são importantes na f́ısica das part́ıculas elementares.

• A conservação da paridade significa invariância á reflexão espacial: r→ −r.

A transformação de paridade é definida pelo espalhamento da função de onda num ponto do
espaço, por exemplo x = 0,

P̂ |ψ(x)〉 ≡ |ψ(−x)〉 . (1.122)

com
P̂ 2 = P̂ . (1.123)

Falamos de paridade par, quando P̂ |ψ(x)〉 = |ψ(x)〉 e de paridade ı́mpar, quando P̂ |ψ(x)〉 =
−|ψ(x)〉. Vide 1.5.3.13.

• A conservação da carga significa invariância á respeito das transformações de calibre.

• O reverso do tempo, t→ −t significa invariância á respeito da seta temporal.

As transformações podem ser combinadas. Por exemplo, achamos hoje em dia que todas leis
são invariáveis a respeito da transformação CPT, isto é, a combinação de conjugação da carga,
inversão da paridade e transformação θ.
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1.3.8 Representações

1.3.8.1 Representação espacial

O espaço de Hilbert pode ser discreto ou continuo como no caso do momento de uma part́ıcula
livre. Neste caso, os autovalores são distribúıdas continuamente, pois a equação

−i~∇rψ(r) = pψ(r) , (1.124)

tem soluções para cada valor de E. As autofunções são ψ(r) = aeip·r/~. A Eq. (1.124) claramente
tem a forma de uma equação de autovalores para a qual já introduzimos o formalismo matricial
de Heisenberg. A pergunta agora é, como estas descrições se combinam.

Observáveis que não comutam correspondem á expansões em diferentes bases é geram re-
presentações alternativas. Por exemplo, podemos representar a mecânica quântica em espaço de
posição ou em espaço de momento linear. Se |r〉 é uma base do espaço de estados da part́ıcula,

R̂|r〉 = r|r〉 , 〈r′|r〉 = δ3(r′ − r) ,

∫

R3

|r〉〈r|d3r = 1 , (1.125)

podemos expandir um vetor de estado numa base de posição como

|ψ(t)〉 =

∫

R3

|r〉ψ(t, r)d3r . (1.126)

As grandezas 〈r|ψ(t)〉 = ψ(t, r) são as funções de onda de Schrödinger. Também podemos dizer
que as funções de onda são as coordenadas do estado na base particular |r〉. Por consequência

〈r|R̂|r′〉 = rδ3(r− r′) (1.127)

〈r|f(R̂)|r′〉 = f(r)δ3(r− r′) . (1.128)

Também vale

〈r|Â|ψ(t)〉 =

∫

R3

A(r, r′)ψ(t, r′)d3r′ , (1.129)

onde a grandeza A(r, r′) ≡ 〈r|Â|r′〉 e chamada kernel do operador. A transição à partir da
mecânica abstrata de Heisenberg até a mecânica de ondas de Schrödinger é feito pelas substi-
tuições |ψ(t)〉 → ψ(t, r) e Â→ A(r, r′).

1.3.8.2 Representação de momento

A relação de incerteza é simétrica em r̂ e p̂. Nada nós impede escolher como base

P̂|p〉 = p|p〉 , 〈p′|p〉 = δ3(p′ − p) ,

∫

P 3

|p〉〈p|d3p = 1 , (1.130)

com as funções de onda

|ψ(t)〉 =

∫

R3

|p〉ϕ(p, t)d3p , (1.131)

onde 〈p|ψ(t)〉 = ϕ(t,p). As formulas são análogas á representação espacial. Em particular na
representação de momento o operador de posição é r = i~∇p.
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As representações seguem uma da outra por transformação de by Fourier. Desde−i~∇r〈r|p〉 =
p〈r|p〉, sabemos

〈r|p〉 = 1
~3/2 exp( i~r · p) , (1.132)

onde o prefator ~−3/2 é introduzido para tomar conta das unidades dos estados 15. ψ e ϕ são
representações diferentes do mesmo estado quântico relacionadas por

〈r|ψ(t)〉 =

∫

R3

〈r|p〉〈p|ψ(t)〉d3p = 1
~3/2

∫

R3

eir·p/~ϕ(p, t)d3p = ψ(r, t) (1.133)

〈p|ψ(t)〉 =

∫

R3

〈p|r〉〈r|ψ(t)〉d3r = 1
~3/2

∫

R3

e−ir·p/~ψ(r, t)d3r = ϕ(p, t) .

Ou usando o vetor de onda ~k = p,

ψ(r) =

∫

R3

eir·kϕ̃(k)d3k e ϕ̃(k) =

∫

R3

e−ir·kψ(r)d3r , (1.134)

definindo a função ϕ̃(k) ≡ ~3/2ϕ(p). Aplicando a transformação de Fourier sobre funções de
operadores podemos calcular,

〈r|G(P̂)|r′〉 =

∫
d3p〈r|G(P̂)|p〉〈p|r′〉 =

∫
d3pG(p)〈r|p〉〈p|r′〉 (1.135)

= 1
~3/2

∫
d3pG(p)eik(r−r′) = 1

~3 (FG)(r− r′) .

No Exc. 1.5.3.14 mostraremos 〈r|P̂|ψ〉 = (~/i)∇〈r|ψ〉, justificando assim, que podemos enten-
der um operador como uma regra determinando o que acontece com uma função. Por exemplo,
a regra p̂x, diz que a função deve ser derivada para x.

1.4 Evoluções temporais

1.4.1 Transformações unitárias

O melhor que podemos fazer para caracterizar um sistema é obviamente medir todas as ob-
serváveis. No entanto, as funções do estado não são fixadas sem ambiguidade. Pois definindo
um operador unitário, Û † = Û−1, obtemos

〈ψ|Â|ψ〉 = 〈ψ|Û †Û ÂÛ †Û |ψ〉 = 〈Ûψ|Û ÂÛ †|Ûψ〉 . (1.136)

Isto é, trocando |ψ〉 por Û |ψ〉 e no mesmo tempo Â por Û ÂÛ †, obtemos grandezas descrevendo
a mesma realidade f́ısica, isto é, os autovalores ficam inalterados. Isso nós permite escolher a
melhor representação matemática para um problema especifico. Como exemplo, aplicaremos a
transformação unitária temporal para resolver a dinâmica de um sistema de dois ńıveis acoplados
no Exc. 1.5.4.1.

15Note que as unidades das funções de onda são definidas por normalização: 〈r′|r〉 = δ3(r− r′). Introduzindo
a parentese [...] para extrair a unidade de uma grandeza f́ısica, constatamos, [|r〉] = [ψ(r)] = [r−3/2] e [|p〉] =
[ϕ(p)] = [p−3/2]. Não atribúımos unidade para o estado abstrato |ψ〉, ou seja, [|ψ〉] = 1.



1.4. EVOLUÇÕES TEMPORAIS 27

1.4.2 Imagens de Heisenberg e de Schrödinger

Um exemplo importante são as imagens de Heisenberg e de Schrödinger.

Consideramos um hamiltoniano estacionário,

Ĥ = Ĥ(P̂S , R̂S) com
d

dt
P̂S =

d

dt
R̂S = 0 . (1.137)

Isto é, as observáveis do sistema ÂS(P̂S , R̂S , t) só podem depender explicitamente do tempo,
más não através dos operadores P̂S e R̂S ,

d

dt
ÂS(t, P̂S , R̂S) =

∂

∂t
ÂS(t) +

˙̂
PS

∂ÂS
∂PS

+
˙̂
RS

∂ÂS
∂RS

=
∂

∂t
ÂS(t) . (1.138)

Nesse caso a solução formal da equação de Schrödinger,

i~
d

dt
|ψS(t)〉 = Ĥ|ψS(t)〉 , (1.139)

pode ser escrita,

|ψS(t)〉 = e−(i/~)Ĥt|ψS(0)〉 ≡ Û(t)|ψS(0)〉 . (1.140)

Isto é, a dinâmica temporal é completamente dentro das funções de ondas. Os operadores P̂S e
R̂S são estacionários. Isso se chama a imagem de Schrödinger.

Do outro lado sabemos já, que transformações unitárias não mudam a f́ısica do sistema.
Portanto, o sistema descrito por

|ψS(t)〉 −→ Û(t)†|ψS(t)〉 ≡ |ψH〉 com ÂS(t) −→ Û(t)†ÂS(t)Û(t) ≡ ÂH(t) (1.141)

é equivalente. Nessa imagem de Heisenberg as funções de onda são independentes do tempo,

d

dt
|ψH〉 =

d

dt
|ψS(0)〉 = 0 . (1.142)

Más os operadores dependem im- e explicitamente do tempo,

d

dt
ÂH(t) =

d

dt

(
Û(t)†ÂS(t)Û(t)

)
=
dÛ †

dt
ÂS(t)Û(t) + Û(t)†ÂS(t)

dÛ

dt
+ Û(t)†

∂ÂS(t)

∂t
Û(t)

(1.143)

=
i

~
Ĥ†Û(t)†ÂSÛ(t) + Û(t)†ÂS

−i
~
ĤÛ(t) + Û †

∂ÂS(t)

∂t
Û(t) =

i

~
[Ĥ, ÂH ] +

∂ÂH(t)

∂t
.

O Exc. 1.5.4.2 pede para calcular d
dt P̂H e d

dtR̂H e no Exc. 1.5.4.3 usaremos a imagem de Heisen-
berg para derivar as equações do movimento de uma part́ıcula confinada num potencial.

Os teoremas podem ser generalizados para hamiltonianos dependentes do tempo, Ĥ(t) =
Ĥ0 + V̂ (t). Uma imagem frequentemente utilizada é a imagem de interação 16 más não vamos
aprofundar aqui (vide Sec. 5.3).

16Vide a apostila do curso Interação de luz com matéria do mesmo autor.
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1.4.3 Teorema de Ehrenfest

As observáveis na imagem de Heisenberg seguem as mesmas equações de movimento como as
grandezas clássicas correspondentes. Esse prinćıpio de correspondência se chama teorema de
Ehrenfest. Por exemplo, quando trabalhamos com variáveis de posição e de momento [x̂, k̂] = i

e Ĥ = ~2
2m k̂

2 + V (x̂) obtemos

[x̂, Ĥ] = i~
δĤ

δp̂
e [p̂, Ĥ] = −i~δĤ

δx̂
, (1.144)

e utilizando a equação de Heisenberg,

˙̂x =
δĤ

δp̂
e ˙̂p = −δĤ

δx̂
. (1.145)

Demonstraremos isso no Exc. 1.5.4.4 para o caso de um potencial harmônico.
A equação do movimento para os valores esperados das observáveis na imagem de Schrödinger

adota a forma

d

dt
〈AS〉 = 〈∂tψ|AS |ψ〉+ 〈ψ|∂tAS |ψ〉+ 〈ψ|AS |∂tψ〉 (1.146)

=
∂

∂t
〈AS〉+

i

~
〈[H,AS ]〉 .

Os valores esperados se comportam como observáveis de Heisenberg na Eq. (1.143), isto é,
seguem as leis da mecânica de Hamilton e de Newton.

O resultado importante agora é que as equações que governam os valores esperados das ob-
serváveis são iguais nas duas imagens, pois da imagem de Heisenberg obtemos com a Eq. (1.143),

d

dt
〈AH〉 =

∂

∂t
〈AH〉+

i

~
〈[H,AH ]〉 .

1.4.3.1 Generalização do comutador

Para operadores lineares satisfazendo [Â, B̂] = i podemos dar a seguinte relação: [Â, F (Â, B̂)] =

i δF (Â,B̂)

δB̂
. Isso pode ser verificado facilmente por uma expansão de Taylor de F (Â, B̂) por B̂ em

torno de B̂ = 0. Uma consequência imediata de [p̂, r̂] = −i~ é

[p̂, F (r̂)] = −i~δF (r̂)

δr̂
. (1.147)

A observável do momento não é definido singularmente pela relação de comutação, por-
que cada operador transformado unitariamente satisfaz a relação também. Podemos expandir
um momento unitariamente equivalente como p̃ = UpU+ = eiF (r)pe−iF (r) = p + i[F (r), p] +
1
2! [F (r), [F (r), p]] + ... usando a relação (1.87).

1.5 Exerćıcios

1.5.1 Antecedentes históricos

1.5.1.1 Ex: Conservação da probabilidade

Demonstre a conservação local da probabilidade através das definições das densidades de pro-
babilidade, ρ(r, t), e de corrente j(r, t).
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1.5.1.2 Ex: Teorema de Fourier

A distribuição espacial de uma part́ıcula seja dada por uma função gaussiana com a largura ∆x.
Calcule a distribuição de momento e a sua largura ∆p. Só considere uma dimensão espacial.
Mostre ∆x∆p = ~ utilizando a definição rms para as larguras.

1.5.2 Postulados da mecânica quântica

1.5.2.1 Ex: Realidade dos autovalores

Demonstre que os autovalores de uma observável são reais.

1.5.2.2 Ex: Vetor de Bloch

Calcule o valor esperado do comprimento do vetor de Bloch.

1.5.2.3 Ex: Superposição quântica

Discute como matrizes podem descrever a criação de estados de superposição no exemplo de
uma part́ıcula passando por uma fenda dupla. Identifique as fendas com os estados 〈1| =

(
1 0

)

e 〈2| =
(
0 1

)
e constrói uma observável para a posição da part́ıcula. Como esta observável

deve se comportar no é limite clássico.

1.5.2.4 Ex: Medida quântica

Explique a ideia da medida quântica no exemplo de uma medida da energia de excitação de um
átomo de dois ńıveis.

1.5.2.5 Ex: Átomo de dois ńıveis

Considere um átomo de dois ńıveis. O hamiltoniano é dado por,

Ĥ =

(
0 0
0 ~ω0

)
.

Usando a equação de Schrödinger estacionaria, calcule autovalores e autovetores.

1.5.2.6 Ex: Molécula de amônia

Considere os dois estados |1〉 e |2〉 da molécula de amônia esquematizados na figura. Suponha
que eles estão ortonormalizados, 〈i|j〉 = δij , e que apenas esses dois estados sejam acesśıveis ao
sistema, de forma que podemos descrevê-lo usando a base formada por |1〉 e |2〉. Nessa base o
hamiltoniano H do sistema é dado por

H =

(
E0 −E1

−E1 E0

)
.

a. Se inicialmente o sistema estiver no estado |1〉, ele permanecerá nesse estado em um instante
posterior? E se estiver no estado |2〉?
b. Obtenha os autovalores EI e EII e os respectivos autovetores |I〉 e |II〉 de H, expressando os
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em termos de |1〉 e |2〉.
c. Qual a probabilidade de medirmos uma energia EI no estado seguinte

|ψ〉 = 1√
5
|1〉 − 2√

5
|2〉 .

d. Baseado no resultado acima, podemos prever pelo menos uma frequência de emissão de
radiação eletromagnética posśıvel para uma amostra de amônia. Qual é essa frequência?

EUF 2014, 1 Semestre, Mecânica Quântica - Q1 1

(a) Não, já que estes estados não são autoestados do hamiltoniano. A evolução temporal do sistema 
mistura os dois e temos duas combinações específicas com energia bem definida, os autoestados de 
H. Começando em |1> ou |2> teremos a possibilidade de medir qualquer uma das duas energias 
possíveis dependendo do tempo esperado.

|1> |2>

(b)

Figura 1.3: Os dois estados da molécula de amônia.

1.5.3 Formalismo abstrato da mecânica quântica

1.5.3.1 Ex: Ortogonalidade

Demonstre que dois autovetores de um operador hermitiano associados a dois autovalores dife-
rentes são ortogonais.

1.5.3.2 Ex: Ortonormalização

Ortonormalize a base 〈a1| =
(
1 −1 0

)
, 〈a2| =

(
0 1 0

)
, 〈a3| =

(
0 1 1

)
.

1.5.3.3 Ex: Base ortonormal

Construe uma base ortonormal para o seguinte operador descrevendo um sistema de três ńıveis
parcialmente degenerados

Â =




1 1 1
1 1 1
1 1 1


 .

1.5.3.4 Ex: Equação de autovalores

Calcule a matriz unitária U transformando o hamiltoniano Ĥ =

(
1 −i
i 1

)
para a a matriz

diagonal E = U †ĤU .

1.5.3.5 Ex: Autovalores e autovetores

Acha os autovalores e -vetores do operador Â =




1 1 1
1 1 1
1 1 1


 e constrói a matriz unitária trans-

formando este operador numa matriz diagonal.



1.5. EXERCÍCIOS 31

1.5.3.6 Ex: Operadores comutandos

a. Demonstre que, se dois operadores Â e B̂ comutam e se |ψ〉 é um autovetor de Â, B̂|ψ〉
também é um autovetor de Â com o mesmo autovalor.
b. Demonstre que, se dois operadores Â e B̂ comutam e se |ψ1〉 e |ψ2〉 são dois autovetores de
Â com diferentes autovalores, o elemento de matriz 〈ψ1|B̂|ψ2〉 é igual a zero.
c. Demonstre que, se dois operadores Â e B̂ comutam, podemos construir uma base ortonormal
com autovetores comuns a Â e B̂.

1.5.3.7 Ex: Autovalores

a. Acha os autovalores e os autovetores do operador Â =




1 0 1
0 µ 0
1 0 1


 para 0 < µ < 2.

b. Escreve a matriz unitária U que satisfaz a auto-equação: ÂU = UEA, onde EA é a matriz
que tem todos autovalores de Â na diagonal.
c. Agora considere o caso µ = 0. Acha um CCOC conjunto completo de operadores comutandos.
Isto é, calcule as componentes de um segundo operador B̂ comutando com Â em função das
suas autovalores λ1, λ2 e λ3, e verifique [Â, B̂] = 0.

1.5.3.8 Ex: Inigualdade de Schwartz

Demonstre a inigualdade de Schwartz |〈u|v〉|2 ≤ 〈u|u〉〈v|v〉.

1.5.3.9 Ex: Principio da incerteza de Heisenberg

Desenvolva a derivação formal do principio da incerteza de Heisenberg.

1.5.3.10 Ex: Cálculo com comutadores

Derive a regra (1.87) por uma expansão de Taylor do operador

Ĝ(τ) ≡ eτÂB̂e−τÂ .

1.5.3.11 Ex: Cálculo com comutadores

Derive a regra e~α×r =
∑

n
(~α×)n

n! r = êα(êα · r) + êα × r sinα− êα × (êα × r) cosα.

1.5.3.12 Ex: Constante do movimento

Mostre no exemplo da conservação da energia utilizando a relação (1.116), que a energia comuta
com o hamiltoniano se Ė = 0.

1.5.3.13 Ex: Paridade

Demonstre que as autofunções do hamiltoniano Ĥ = −(~/2m)(d2/dx2)+V (x) possuem paridade
definida, isto é, a paridade é um bom número quântico no caso em que a energia é uma função
par da posição, V (x) = V (−x).
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1.5.3.14 Ex: Transformação de Fourier

Demonstre que 〈r|P̂|ψ〉 = ~
i∇〈r|ψ〉 escreva a equação de Schrödinger na representação de

posição.

1.5.4 Evoluções temporais

1.5.4.1 Ex: Átomo de dois ńıveis acoplados

Calcule a evolução temporal de um átomo com dois ńıveis acoplados por um campo de luz
usando o hamiltoniano,

Ĥ =

(
0 1

2~Ω
1
2~Ω ~∆

)
,

onde ∆ = ω − ω0 é a dessintonização entre a frequência da luz e a frequência da transição
e Ω a frequência de Rabi. Ajuda: Determine a matriz dos autovalores Ê e a transformação
unitária U dada por U †ĤU = Ê e utilize a solução formal da equação de Schrödinger: |ψ(t)〉 =

e−iĤt/~|ψ0〉 = e−iU
†ÊUt/~|ψ0〉 = U †e−iÊt/~U |ψ0〉 17.

1.5.4.2 Ex: Imagem de Heisenberg

Calcule d
dt P̂H e d

dtR̂H .

1.5.4.3 Ex: Movimento na imagem de Heisenberg

Considere o hamiltoniano Ĥ = p̂2

2m + m
2 ω

2x̂2. Usando a relação [p̂, x̂] = −i~ calcule na imagem
de Heisenberg a equação de movimento para as observáveis p̂, x̂ e p̂x̂.

1.5.4.4 Ex: Teorema de Ehrenfest

Compare as equações do teorema de Ehrenfest com aquelas de Hamilton-Jacobi para uma
part́ıcula clássica sujeita a um potencial independente do tempo. Discuta o limite clássico,
isto é, quando as equações de Hamilton-Jacobi aproximam-se daquelas de Ehrenfest.

17O código MATLAB para calcular a evolução temporal (QA Fundacao Evolucao.m) se encontra na página web
relativo à este curso.



Caṕıtulo 2

Movimento linear / Potenciais
separáveis

Nesse capitulo analisaremos os movimentos de translação e de vibração de uma part́ıcula quântica.
Daremos uma consideração especial para o potencial retangular e o oscilador harmônico.

2.1 Movimento translacional

Em uma dimensão o hamiltoniano de uma part́ıcula livre é,

Ĥ = − ~2

2m

d2

dx2
. (2.1)

Portanto, a solução geral da equação estacionária de Schrödinger,

Ĥψ(x) = Eψ(x) , (2.2)

é

ψ(x) = Aeikx +Be−ikx com k =
√

2mE
~2 . (2.3)

Note que as funções eikx não são quadraticamente integráveis, pois
∫∞
−∞ |eikx|2dx =

∫∞
−∞ dx →

∞. Más do outro lado, elas não representam sistemas f́ısicos reais. Em pratica, precisamos
considerar pacotes de ondas ou especificar um volume finito para a part́ıcula. Note também,
que o espectro dos autovalores é cont́ınuo.

2.1.1 Bom comportamento

Para garantir a interpretação como densidade de probabilidade exigimos integrabilidade quadrática,

∫
|ψ|2d3r = 1 . (2.4)

Isso significa, que a função de onda não pode ser infinita em um volume finito. Más pode ser
infinita num volume infinitamente pequeno. Também, como a equação de Schrödinger contem a
segunda derivada pela posição, a função de onda deve ser cont́ınua e ter uma derivada cont́ınua.

2.1.2 Separação das dimensões

Frequentemente, um potencial 3D pode ser escrito da forma,

V (x, y, z) = Vx(x) + Vy(y) + Vz(z) . (2.5)

33
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Isso é o caso, por exemplo, para um poço retangular, com Vx(x) = Vy(y) = Vz(z) = V0/3 dentro
do poço e V (x, y, z) = 0 fora. Também vale para um potencial harmônico,

V (r) =
m

2

(
ω2
xx

2 + ω2
yy

2 + ω2
zz

2
)
. (2.6)

Nesses casos, é geralmente útil fazer o seguinte ansatz para a função de onda,

ψ(r) = ψx(x)ψy(y)ψz(z) . (2.7)

Pois inserindo o ansatz na equação de Schrödinger,
[
− ~2

2m

(
d2

dx2
+

d2

dy2
+

d2

dz2

)
+ Vx(x) + Vy(y) + Vz(z)

]
ψx(x)ψy(y)ψz(z) = Eψx(x)ψy(y)ψz(z) ,

(2.8)
a equação separa em três equações unidimensionais independentes,

− ~2

2m

ψ′′x(x)

ψx(x)
+ Vx(x) = const. ≡ Ex , (2.9)

e assim para y e z. Como E = Ex+Ey+Ez pode ter o mesmo valor para diferentes combinações
dos Ex, Ey e Ez, sistemas multidimensionais frequentemente são degenerados.

2.2 Potencial retangular

2.2.1 Potencial de caixa

Vamos agora colocar a part́ıcula dentro de um poço de potencial retangular, tal que o hamilto-
niano seja,

Ĥ = − ~2

2m

d2

dx2
+ V (x) com V (x) =

{
0 para x ∈ [0, L]
∞ para x /∈ [0, L]

. (2.10)

Como as barreiras de potencial são altas, as paredes são duras, isto é, a part́ıcula, mesmo sendo
uma part́ıcula quântica, não pode penetrar. A função de onda e os valores posśıveis de energia
são

ψ(x) =

√
2

L
sin

nπx

L
e En =

n2~2π2

2mL2
. (2.11)

O Exc. 2.5.2.1 pede para demonstrar o resultado (2.11) ilustrado na Fig. 2.1 1.
Obviamente o espectro dos autovalores agora é discreto. Eles podem ser enumerados por

um número integro n chamado de número quântico. Note que os ńıveis de energia não são
equidistantes.

Exemplo 8 (Energia de localização): Existe uma energia mı́nima E1 = ~2π2

2mL2 que se
chama energia do ponto zero ou energia de localização. Essa energia pode ser entendido como
consequência do principio de incerteza de Heisenberg. Podemos fazer a seguinte estimação
grossa da energia do ponto zero. A part́ıcula é localizada com incerteza inferior à ∆x < L.
Portanto, ∆p > ~/∆x > ~/L. A energia cinética média é

〈p2〉
2m

=
〈p〉2 + ∆p2

2m
=

∆p2

2m
>

~2

2mL2
.

O fato que o valor numérico é diferente do valor calculado pela formula (2.11) vem da

geometria particular do potencial de caixa.

1O código MATLAB para calcular a evolução temporal se encontra na página web relativo à este curso.
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Figura 2.1: (Código: QA Movimento SquareWell.m) Funções de onda e energias no poço retan-
gular.

2.2.2 Potencial de caixa multidimensional

Num poço multidimensional pode ter degenerescência, se o poço é simétrico. No caso de um
poço 2D quadrático Lx = Ly, as autoenergias são duplamente degeneradas, pois Enx,ny = Eny ,nx .
No caso de um poço 3D cúbico Lx = Ly = Lz, as autoenergias são 6 vezes degeneradas, pois
Enx,ny ,nz = Eny ,nz ,nx = Enz ,nx,ny = Enz ,ny ,nx = Eny ,nx,nz = Enx,nz ,ny . Os estados e energias do
poço 2D são calculados no Exc. 2.5.2.2.

2.2.3 Potenciais com várias seções de profundidades constantes

Para achar a função de onda global em potenciais com várias seções de profundidades constantes,
resolvemos equações de Schrödinger separadamente para cada seção,

(
− ~2

2m

d2

dx2
+ Va

)
ψa(x) = Eψa(x) . (2.12)

A solução geral para uma seção a com a energia potencial Va é,

ψa(x) = Aae
ikax +Bae

−ikax , (2.13)

onde ka = 1
~
√

2m(E − Va). Se E > Va, a onda está propagante. ka é o vetor de onda da onda
de Broglie. Se E < Va, a onda está evanescente. Isto é, a onda decai dentro de um comprimento
κa = −ika.

Se a part́ıcula é confinada, isto é, se E < V (x → ±∞), os posśıveis ńıveis de energia são
quantizadas e o espectro é discreto.

Para cada transição entre dois seções a = 1 e a = 2 exigimos as condições de contorno,

ψ1(x) = ψ2(x) e ψ′1(x) = ψ′2(x) . (2.14)

Junto com a normalização, 1 =
∫∞
−∞ |ψ|2dx, esses condições são suficiente para determinar a

função de onda sem ambiguidade.



36 CAPÍTULO 2. MOVIMENTO LINEAR / POTENCIAIS SEPARÁVEIS

Figura 2.2: Esquema de um potencial com várias seções de profundidades constantes.

2.2.4 Poço de potencial

Considere uma part́ıcula com energia E e um poço de energia potencial de profundidade finita
tal que V (x) = V0 < 0 para −L/2 > x > L/2 e V (x) = 0 senão, como ilustrado no lado esquerda
da Fig. 2.3. A part́ıcula seja confinada, E < 0.

Figura 2.3: Esquema de um poço de potencial bilateral (esquerda) e unilateral (direito).

Os vetores de onda são

k1 = k3 = 1
~

√
2mE = i1

~

√
2m|E| = iκ1 e k2 = 1

~

√
2m(E − V0) . (2.15)

com κ1 ∈ R+. As condições de contorno dão,

A1e
−ik1L/2 +B1e

ik1L/2 = A2e
−ik2L/2 +B2e

ik2L/2 (2.16)

−ik1A1e
−ik1L/2 + ik1B1e

ik1L/2 = −ik2A2e
−ik2L/2 + ik2B2e

ik2L/2

A2e
ik2L/2 +B2e

−ik2L/2 = A3e
ik1L/2 +B3e

−ik1L/2

ik2A2e
ik2L/2 − ik2B2e

−ik2L/2 = ik1A3e
ik1L/2 − ik1B3e

−ik1L/2 .

Para part́ıculas confinadas, E < 0, o problema é totalmente simétrico. Além disso, a função de
onda deve desaparecer para x→ ±∞. Por isso, podemos simplificar,

A1 = 0 = B3 e A3 = B1 . (2.17)

As duas primeiras equações (2.16) agora dão,

B1e
ik1L/2 = A2e

−ik2L/2 +B2e
ik2L/2 =

k2

k1

(
−A2e

−ik2L/2 +B2e
ik2L/2

)
. (2.18)

Consideramos agora o quociente B2/A2. Usando a parte direita da equação (2.18),

B2

A2
=
e−ik2L/2(k2 + k1)

eik2L/2(k2 − k1)
=
e−ik2L(k2 + iκ1)2

k2
2 + κ2

1

. (2.19)
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Como as amplitudes são reais, a parte imaginária do quociente (2.19) deve desaparecer, o que é
o caso quando,

0 = Im e−ik2L(k2 + iκ1)2 = 2κ1k2 cos k2L+ (κ2
1 − k2

2) sin k2L (2.20)

=⇒ tan k2L =
2κ1k2

−κ2
1 + k2

2

.

Para construir graficamente os valores dos momentos k2 associados aos ńıveis de energia
permitidos à part́ıcula introduzimos uma constante β ≡ ~/(L

√
2m|V0|). Assim,

tan k2L = tan
1

β

√
1− |E/V0| =

2
√
|E/V0|

√
1− |E/V0|

1− 2|E/V0|
=

2κ1k2

−κ2
1 + k2

2

. (2.21)
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Figura 2.4: (Código: QA Movimento SquareFinite.m) Solução gráfica para um poço de potencial
bilateral finito. As curvas pontilhadas vermelhas representam as tangentes (lado esquerda da
equação (2.21)), as curvas sólidas verdes as hipérboles (lado direita da equação), os ćırculos em
ciano são os auto-energias. Quando 0 < E − V0 � E, elas convergem para as auto-energias do
poço infinitamente profundo (cruzes pretas e linha vertical preta).

No fundo de potenciais profundos, isto é, 0 < E − V0 � E, ou equivalente, E ' V0, temos
k2 � κ1 e portanto, tan k2L→ 0 =⇒ k2L = nπ. As energias são então,

E − V0 =
~2

k2
2

2m =
~2π2

2mL2
n2 . (2.22)

Aplicaremos as noções obtidas nesta seção para o Exc. 2.5.2.3.

2.3 Barreira de potencial

O momento linear de uma part́ıcula descrita por ψ(x, t) = Aeikx e

〈ψ|p̂|ψ〉 = 〈ψ|~
i

d

dx
|ψ〉 = ~k . (2.23)

Portanto, essa part́ıcula se propaga em direção +∞. Ao contrario, a part́ıcula Be−ikx se propaga
em direção −∞. Assim, as duas soluções (2.13) da equação de Schrödinger (2.12) correspondem
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a ondas de part́ıculas propagantes. Daqui para frente usaremos a letra A (B) para denotar
amplitudes de ondas propagando direção ∞ (−∞).

Em lugares em que o potencial muda de maneira abrupta, a part́ıcula pode ser parcialmente
refletida.

2.3.1 Matriz T de espalhamento

Como já mostramos na seção anterior, podemos escrever a transformação das amplitudes por
um degrau de potencial no lugar L como

A2e
ik2L +B2e

−ik2L = A1e
ik1L +B1e

−ik1L (2.24)

ik2A2e
ik2L − ik2B2e

−ik2L = ik1A1e
ik1L − ik1B1e

−ik1L .

Podemos resumir essas duas equações num formalismo matricial,

(
A2

B2

)
= T

(
A1

B1

)
, (2.25)

com a matriz T de espalhamento para uma part́ıcula com a energia E (ver Fig. 2.2),

T = 1
2



(

1 + k1
k2

)
ei(k1−k2)L

(
1− k1

k2

)
ei(−k1−k2)L

(
1− k1

k2

)
ei(k1+k2)L

(
1 + k1

k2

)
ei(−k1+k2)L


 (2.26)

= 1
2

(
e−ik2L 0

0 eik2L

)(
1 + k1

k2
1− k1

k2

1− k1
k2

1 + k1
k2

)(
eik1L 0

0 e−ik1L

)
.

Se existem mais zonas com profundidades diferentes, podemos concatenar as matrizes de
espalhamento. Denotando por Tm→n a matriz de espalhamento descrevendo uma transição de
um potencial da profundidade Vm para um potencial Vn na posição Lm,n,

T = T2→3T1→2 . (2.27)

2.3.2 Matriz S de espalhamento

Uma outra definição comum é a matriz S de espalhamento.

(
A2

B1

)
= S

(
B2

A1

)
. (2.28)

Para ver como as matrizes de espalhamento são interligadas começamos com
(
A2

B2

)
= T

(
A1

B1

)
=

(
T11A1 + T12B1

T21A1 + T22B1

)
, (2.29)

Multiplicando a primeira linha com T22 e a segunda com −T12 e adicionando elas,

T22A2 − T12B2 = (T11T22 − T12T21)A1 . (2.30)

Essa equação resolvida por A2 junto com a segunda equação (2.29) resolvida por B1 dão,

(
A2

B1

)
= S

(
B2

A1

)
=

(
T12/T22 T11 − T12T21/T22

1/T22 −T21/T22

)(
B2

A1

)
. (2.31)
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A S descreve de maneira mais adequada a causalidade do espalhamento: A amplitude A2 na
região (2) resulta da superposição de uma onda B2 sendo refletida pela barreira e de uma onda
A1 sendo transmitida pela barreira. A amplitude B1 na região (1) resulta da superposição de
uma onda A1 sendo refletida pela barreira e de uma onda B2 sendo transmitida pela barreira.
Por isso, a matriz S é mais apropriada para descrição da reflexão quântica, como discutiremos
na seção seguinte. No entanto, ela tem a desvantagem de não poder ser concatenada do mesmo
jeito como a matriz T .

Diferentemente da matriz T a matriz S e unitária, pois

detS = S11S22 − S12S21 = −T11

T22
= −e2ik1L . (2.32)

Também é posśıvel mostrar,

S†S =

(
S∗11 S∗21

S∗12 S∗22

)(
S11 S12

S21 S22

)
=

(
1 0
0 1

)
. (2.33)

O Exc. 2.5.3.1 pede para calcular a transmissão e reflexão de uma part́ıcula por uma barreira
de potencial.

2.3.3 Reflexão quântica num degrau de potencial

A reflexão quântica é uma propriedade não clássica do movimento de uma part́ıcula. Um exemplo
é a reflexão de uma part́ıcula quântica por um potencial atrativo. Para estudar este efeito,
consideramos uma onda plana eik1x na região (1) propagante (E1 > V1) ao encontro de um
degrau subindo ou descendo na posição x = 0 para outra região (2). Usamos o formalismo da
matriz S introduzido na seção anterior,

S =
1

k1 + k2

(
k2 − k1 2k1

2k2 k1 − k2

)
, (2.34)

achamos que uma parte da onda é refletida na região (1), outra é transmitida na região (2),

(
A2

B1

)
= S

(
0
1

)
=

(
T11 − T12T21/T22

−T21/T22

)
=

(
(1+k1/k2)2−(1−k1/k2)2

2(1+k1/k2)

−1−k1/k2
1+k1/k2

)
(2.35)

=
1

k1 + k2

(
2k1

k1 − k2

)
.

Utilizamos B2 = 0, pois não entra onda pelo lado da região (2), e A1 = 1, porque simplifica as
formulas é não atrapalha a generalidade dos resultados. Os resultados interessantes são:

• Mesmo com E2 < V2, a part́ıcula entra na região classicamente proibida: ψ2(x) ∝ e−κ2x

com κ2 = 1
~
√

2m(V2 − E2), ou seja a transmissão é não-nula, |A2| > 0.

• Mesmo com E2 > V2, a part́ıcula tem uma probabilidade de ser refletida no degrau,
|B1| > 0.

Exemplo 9 (Contraste de uma onda parcialmente refletida): Definindo K± ≡
1
2

(
max |ψ1|2 ±min |ψ1|2

)
, o contraste da função de onda na região (1) é dado por K−/K+.

Escrevendo a função como ψ1 = eik1x +B1e
−ik1x é fácil mostrar

|B1| =
√
K+ +K− −

√
K+ −K−√

K+ +K− +
√
K+ −K−

' K−
2K+

. (2.36)
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Essa formula pode ser entendida como análogo da formula de Fresnel para ondas de matéria 2.

No Exc. 2.5.3.2 calcularemos o comportamento da onda de Broglie passando por um degrau
de potencial e penetrando numa região classicamente proibida. No Exc. 2.5.3.3 estudamos um
modelo descrevendo a colisão entre part́ıculas atrativas ou repulsivas por uma reflexão parcial
num degrau de potencial.

2.3.4 Continuidade do fluxo de probabilidade

A equação de continuidade (1.16) requer que o fluxo de probabilidade seja preservado em situações
estacionárias,

0 =
dj

dx
=

d

dx

~
2mi

[
ψ∗
(
d

dx
ψ

)
−
(
d

dx
ψ∗
)
ψ

]
. (2.37)

Aplicando isso para um degrau de potencial com as regiões n = 1, 2, achamos,

jn =
~

2mi

[
ψ∗

d

dx
ψ − ψ d

dx
ψ∗
]

(2.38)

=
~

2mi

[
(A∗ne

−iknx +B∗ne
iknx)(iknAne

iknx − iknBne−iknx)

− (Ane
iknx +Bne

−iknx)(−iknA∗ne−iknx + ikB∗ne
ikx)
]

=
~kn
m

(|An|2 − |Bn|2) .

Portanto, j1 = j2 implica k1|A1|2−k1|B1|2 = k2|A2|2−k2|B2|2. Assumindo que a part́ıcula vem
do lado 1 e B2 = 0, temos,

1 = |B1|2 + k2
k1
|A2|2 = R+ T , (2.39)

definindo a transmissão T e a reflexão R como,

T ≡ k2
k1
|S12|2 = k2

k1
|A2|2 e R ≡ |S22|2 = |B1|2 . (2.40)

2.3.5 Tunelamento e reflexão quântica num poço de potencial

Part́ıculas lançadas com a energia cinética E podem atravessar barreiras de potenciais V0 > E
ou ser refletidas por barreiras com V0 < E. Isso pode ser verificado considerando uma part́ıcula
propagante de x = −∞ até x = +∞ através de um poço de potencial x ∈ [0, a]. Determinamos
a concatenação T = T2→3T1→2. Depois achamos a matriz S que corresponde à matriz T e
resolvemos o problema do mesmo jeito como na seção anterior. Por exemplo, podemos calcular
as probabilidades de transmissão e de reflexão (vide Fig. 2.5).

2.4 Oscilador harmônico

Muitos sistemas oscilam. Exemplos comuns são vibrações de átomos ligados em uma molécula,
de átomos numa rede cristalina, de part́ıculas armadilhadas em campos elétricos ou magnéticos
aplicados, ou a luz em um modo eletromagnético. A maioria dos movimentos periódicos são
aproximadamente harmônicos para vibrações de pequena amplitude e podem ser tratados de
uma maneira que vamos detalhar agora.

2Nesse sentido a reflexão de luz numa interface óptica (com as perdas t́ıpicas de 4% para vidro) pode ser
interpretada como reflexão quântica de luz.
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Figura 2.5: (Código: QA Movimento Reflection.m) Esquerda: Efeito túnel e reflexão quântica e
numa barreira de potencial. Direita: Coeficientes de transmissão e reflexão (horizontal) através
da barreira de potencial ilustrada em função da energia normalizada à altura da barreira E/V0.
A curva tracejada vermelha corresponde a uma barreira baixa, β ≡ 1

~L
√

2mV0 = 3, a curva
sólida azul corresponde a uma barreira profunda β = 10.

Começamos com o oscilador harmônico (OH) unidimensional,

[
−−~

2

2m

d2

dx2
+ V (x)− E

]
ψ(x) = 0 onde V (x) =

m

2
ω2x2 . (2.41)

2.4.1 Fatorização do hamiltoniano

Respeitando o fato que os operadores p̂ e x̂ não comutam, i
~ [p̂, x̂] = 1, podemos reescrever o

hamiltoniano do oscilador harmônico da maneira seguinte,

Ĥ = − ~2

2m

d2

dx2
+
m

2
ω2x̂2 (2.42)

= ~ω

[(√
mω

2~
x̂− i

√
1

2m~ω
p̂

)(√
mω

2~
x̂+ i

√
1

2m~ω
p̂

)
+ 1

2

]
= ~ω

(
â†â+ 1

2

)
,

com a abreviação â ≡
√

mω
2~ x̂+ i

√
1

2m~ω p̂ e sua transposição hermitiana â†. Agora vamos tentar

descobrir as propriedades dos operadores â† e â. Primeiro o comutador é

[â, â†] =

[√
mω

2~
x̂+ i

√
1

2m~ω
p̂,

√
mω

2~
x̂− i

√
1

2m~ω
p̂

]
=

i

2~
[x̂+ p̂, x̂− p̂] =

i

~
[p̂, x̂] = 1 .

(2.43)
Sabendo Ĥ|ψ〉 = E|ψ〉 e claro que â†â é uma observável com o autovalor n ≡ E

~ω − 1
2 ,

â†â|ψ〉 =
(
E
~ω − 1

2

)
|ψ〉 ≡ n|ψ〉 =⇒ |ψ〉 = |n〉 . (2.44)
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Agora, mostramos que os estados â|ψ〉 são autoestados do operador definido como n̂ ≡ â†â, pois,

â†ââ|ψ〉 = (ââ† − [â, â†])â|ψ〉 = (ââ†â− â)|ψ〉 = â(â†â− 1)|ψ〉 = (n− 1)â|ψ〉 (2.45)

=⇒ â|ψ〉 ∝ |n− 1〉
=⇒ n = 〈n|â†â|n〉 = C2〈n− 1|n− 1〉
=⇒ C =

√
n .

Notamos que o número quântico do novo autoestado |n − 1〉 é diminúıdo de uma unidade.
Similarmente mostramos para o estado â†|ψ〉,

â†ââ†|ψ〉 = â†([â, â†] + â†â)|ψ〉 = â†(1 + â†â)|ψ〉 = (n+ 1)â†|ψ〉 (2.46)

=⇒ â†|ψ〉 ∝ |n+ 1〉
=⇒ n+ 1 = 〈n|â†â+ [â, â†]|n〉 = C2〈n+ 1|n+ 1〉
=⇒ C =

√
n+ 1 .

Portanto, este novo estado também é um autovetor |n + 1〉, más com um número quântico
aumentado de uma unidade. â† e â são operadores de criação e de aniquilação de um corpúsculo
de energia

â†|n〉 =
√
n+ 1|n+ 1〉 e â|n〉 =

√
n|n− 1〉 . (2.47)

A representação matricial dos operadores de campo é

â† =
∑

n

√
n+ 1|n+ 1〉〈n| e â† =

∑

n

√
n|n− 1〉〈n| . (2.48)

Agora fica claro, que n̂ pode ser entendido como operador de número. O espectro de energia do
oscilador harmônico é equidistante,

E = ~ω
(
n+ 1

2

)
. (2.49)

O estado com n quanta pode ser criado a partir do vácuo,

|n〉 =
â†√
n
|n− 1〉 =

â†n√
n!
|0〉 . (2.50)

O estado |n〉 se chama estado de número ou estado de Fock.

2.4.1.1 Incerteza em estados de Fock

Consideramos um OH de massa m e frequência angular ω preparado no estado estacionário
|n〉 que consiste num autoestado do hamiltoniano Ĥ com autovalor (n + 1

2)~ω. Definindo o

comprimento caracteŕıstico do OH aho =
√
~/mω, os operadores de aniquilação e criação podem

ser escritos,

â =
1√
2

(
x̂

aho
+ i

aho
~
p̂

)
e â† =

1√
2

(
x̂

aho
− iaho

~
p̂

)
. (2.51)

Portanto, os operadores posição e momento são,

√
2

1

aho
x̂ = â+ â† e

√
2i
aho
~
p̂ = â− â† . (2.52)
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Os desvios quadráticos médios da posição x̂ e do momento p̂ são

∆x2 = 〈n|x̂2|n〉 =
a2
ho

2
〈n|ââ+ ââ† + â†â+ â†â†|n〉 =

a2
ho

2
〈n|2n̂+ 1|n〉 =

a2
ho

2
(2n+ 1) (2.53)

∆p2 = 〈n|p̂2|n〉 =
−~2

2a2
ho

〈n|ââ− ââ† − â†â+ â†â†|n〉 =
−~2

2a2
ho

〈n| − 2n̂− 1|n〉 =
~2

2a2
ho

(2n+ 1) .

(2.54)

A partir dos resultados do item anterior obtemos a relação de incerteza ∆x∆p para o OH
no estado |n〉,

∆p∆x =
~
2

(2n+ 1) . (2.55)

Exemplo 10 (Energia de localização): A energia mı́nima acima de zero do estado fun-
damental do oscilador harmônico, E0 = ~ω/2, é uma consequência direita do principio de
Heisenberg ∆x∆p ≥ ~, pois em analogia com o Exemplo 8 calculamos,

〈p2〉
2m

=
∆p2

2m
>

~2

2m∆x2
>

~2

2ma2ho
=

~ω
2
.

No caso de um campo eletromagnético essa energia se chama flutuação do vácuo.

2.4.2 Oscilador harmônico na representação espacial

Para simplificar a equação de Schrödinger na representação espacial,
[
− ~2

2m

d2

dx2
+
m

2
ω2x2

]
ψ(x) = ~ω

(
n+

1

2

)
ψ(x) , (2.56)

usamos a escala x̃ ≡ x/aho, onde aho =
√
~/mω é a extensão espacial do estado fundamental.

Assim,

2

~ω

[
− ~2

2m

d2

d(ahox̃)2
+
m

2
ω2(ahox̃)2

]
ψ̃(x̃) =

2

~ω

[
−~ω

2

d2

dx̃2
+

~ω
2
x̃2

]
ψ̃(x̃)

=

[
− d2

dx̃2
+ x̃2

]
ψ̃(x̃) = (2n+ 1)ψ̃(x̃) .

Agora, começamos buscando soluções assintóticas. Para x̃→ ±∞, isto é, quando a part́ıcula
entra na região classicamente proibida, podemos negligenciar a energia total da part́ıcula,

[
− d2

dx̃2
+ x̃2

]
ψ̃∞(x̃) ' 0 . (2.57)

A solução dessa equação é ψ̃∞(x̃) = Ce−x̃
2/2, pois

[
− d2

dx̃2
+ x̃2

]
e−x̃

2/2 = − d

dx̃
(−x̃)e−x̃

2/2+x̃2e−x̃
2/2 = −x̃2e−x̃

2/2+e−x̃
2/2+x̃2e−x̃

2/2 = e−x̃
2/2 ' 0 .

(2.58)
Isso motiva o ansatz ψ̃(x̃) = e−x̃

2/2H(x̃) para a equação diferencial completa (2.56),
[
− d2

dx̃2
+ x̃2

]
e−x̃

2/2H(x̃) = −e−x̃2/2d
2H(x̃)

dx̃2
− 2

de−x̃
2/2

dx̃

dH(x̃)

dx̃
− d2e−x̃

2/2

dx̃2
H(x̃) + x̃2e−x̃

2/2H(x̃)

(2.59)

= −e−x̃2/2d
2H(x̃)

dx̃2
− 2(−x)e−x̃

2/2dH(x̃)

dx̃
+
[
−x̃2e−x̃

2/2 + e−x̃
2/2
]
H(x̃) + x̃2e−x̃

2/2H(x̃)

≡ (2n+ 1)e−x̃
2/2H(x̃) .
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Assim, as funções H(x̃) devem satisfazer a equação diferencial,

H ′′(x̃) = 2x̃H ′(x̃)− 2nH(x̃) . (2.60)

Podemos verificar que os polinômios de Hermite definidos por,

Hn(x̃) = (−1)nex̃
2 dn

dx̃n
e−x̃

2
, (2.61)

levam a equação diferencial para a formula de recursão,

Hn+1(x̃) = 2x̃Hn(x̃)− 2nHn−1(x̃) , (2.62)

que nós permite de facilmente calcular os polinômios,

H0(x̃) = 1 , H1(x̃) = 2x , H2(x̃) = 4x2 − 2 , ... (2.63)

Resumindo, a autofunção de um oscilador harmônico no estado de excitação n é,

〈x|n〉 = ψn(x) = Ce−x
2/2a2hoHn(x/aho) , (2.64)

onde a constante C é determinada pela condição de normalização, 〈ψm|ψn〉 = δm,n. As funções
de Hermite, Hn, são encontradas em tabelas matemáticas. Aqui só mostraremos a representação
gráfica de |ψ|2 na Fig. 2.6. O Exc. 2.5.4.1 pede para avaliar o OH numa região classicamente
proibida e no Exc. 2.5.4.2 calcularemos o espectro de um OH semi-harmônico.
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Figura 2.6: (Código: QA Movimento Harmonic.m) Funções de onda e energias no poço retan-
gular.
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2.4.3 Propriedades do oscilador harmônico

Anotamos que tem regiões em que ψ(x̃) 6= 0 apesar de V (x) > E. Isto é um efeito puramente
quântico. Classicamente, não pode encontrar uma part́ıcula quando a energia dela é embaixo
do potencial.

Anotamos também que para números quânticos altos, n → ∞, esperamos reproduzir as
previsões clássicas, isto é,

lim
n→∞

|ψ(x)|2 = PE(x) , (2.65)

onde PE é a densidade de probabilidade de encontrar a part́ıcula oscilante no lugar x. A
probabilidade de encontrar a part́ıcula num intervalo dx perto do lugar x é facilmente calculada,

E =
m

2
v2 +

m

2
ω2x2 ⇒ PE(x)dx =

t(x+ dx)− t(x)

T
=
dx

vT
=
dx

T

1√
2E/m− ω2x2

. (2.66)

Vemos que por altos valores da energia a função de onda se aproxima da expectativa clássica.

Já dizemos que só tem soluções para certas energias En = ~ω(2n+1). Consequentemente, os
ńıveis de energia são equidistantes, En+1 −En = ~ω, como se tivesse uma caixa onde você bota

n+3

n+2

n+1

n

E

Figura 2.7: Escada de ńıveis.

dentro uma part́ıcula com a energia ~ω, é mais uma, etc. até ter n porções de energia. Esses
part́ıculas são chamados fônon no caso de vibrações de part́ıculas massivas, e fóton no caso de
um campo de radiação.

O fato que a distribuição da energia é a mesma que essa proposta por Planck pela radiação
do corpo negro sugere o uso do oscilador harmônico para descrever a segunda quantização.

2.4.4 Oscilador harmônico multidimensional

O potencial harmônico 3D e dado por

Vho(r) =
m

2
ω2
xx

2 +
m

2
ω2
yy

2 +
m

2
ω2
zz

2 . (2.67)

Fazendo o ansatz

ψ(r) = ψx(x)ψy(y)ψz(z) , (2.68)

podemos separar as direções espaciais e obtemos uma equação um-dimensional para cada coor-
denada, tal que as coordenadas podem ser consideradas separadamente. As energias são,

Ek = ~ωk(n+ 1
2) , (2.69)

onde k = x, y, z.
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2.4.5 Estados coerentes

2.4.5.1 Formula de Glauber

Uma formula bem útil, que utilizaremos depois é a formula de Glauber (ou de Baker-Hausdorff),

eÂeB̂ = eÂ+B̂+[Â,B̂]/2 , (2.70)

válida quando operadores Â e B̂ comutam com o comutador deles, isto é [Â, [Â, B̂]] = [B̂, [Â, B̂]] =
0.

Exemplo 11 (A formula de Baker-Hausdorff ): Para provar a formula de Baker-
Hausdorff, consideramos o operador,

Ĝ(τ) ≡ eτ(Â+B̂)e−τB̂e−τÂ .

A derivada é

Ĝ′(τ) = (Â+ B̂)eτ(Â+B̂)e−τB̂e−τÂ − eτ(Â+B̂)B̂e−τB̂e−τÂ − eτ(Â+B̂)e−τB̂Âe−τÂ

= eτ(Â+B̂)
[
Âe−τB̂ − e−τB̂Â

]
e−τÂ = eτ(Â+B̂)

[
Â− e−τB̂ÂeτB̂

]
e−τB̂e−τÂ

= eτ(Â+B̂)
[
Â−

(
Â+ [−τB̂, Â] + 1

2! [−τB̂, [−τB̂, Â]] + ..
)]
e−τB̂e−τÂ ,

utilizando a formula (1.87). Se agora [Â, [Â, B̂]] = 0 = [B̂, [Â, B̂]],

Ĝ′(τ) = eτ(Â+B̂)τ [B̂, Â]e−τB̂e−τÂ = −τ [Â, B̂]eτ(Â+B̂)e−τB̂e−τÂ = −τ [Â, B̂]Ĝ(τ) .

A solução geral desta equação diferencial é,

Ĝ(τ) ≡ e−(τ2/2)[Â,B̂]Ĝ(0) .

Com Ĝ(0) = 1 obtemos no ponto τ = 1,

eÂ+B̂e−B̂e−Â = e−(1/2)[Â,B̂] .

2.4.5.2 Operador de deslocamento

Consideramos agora o operador de deslocamento

D̂(α) ≡ eαâ†−α∗â, (2.71)

e tentaremos descobrir as suas propriedades.

D̂(α) é um operador unitário. Pois utilizando a formula de Glauber, eÂeB̂ = eÂ+B̂+[Â,B̂]/2,
temos

D̂†(α)D̂(α) = eα
∗â−αâ†eαâ

†−α∗â = eα
∗â−αâ†+αâ†−α∗â+[α∗â−αâ†,αâ†−α∗â]/2 (2.72)

= e[α∗â−αâ†,αâ†−α∗â]/2 = e[α∗â,αâ†]/2+[−αâ†,αâ†]/2+[α∗â,−α∗â]/2+[−αâ†,−α∗â]/2

= e|α|
2[â,â†]/2+|α|2[â†,â]/2 = e0 = 1̂ .

Podemos reescrever o operador de deslocamento assim:

D̂(α) = eαâ
†−α∗â = eαâ

†
e−α

∗âe−[αâ†,−α∗â]/2 = eαâ
†
e−α

∗âe|α|
2[â†,â]/2 = eαâ

†
e−α

∗âe−|α|
2/2 . (2.73)
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O estado obtido da atuação do operador D̂(α) no estado fundamental é

|α〉 ≡ D̂(α)|0〉 = e−|α|
2/2eαâ

†
e−α

∗â|0〉 = e−|α|
2/2

∞∑

n=0

(αâ†)n

n!
|0〉 (2.74)

= e−|α|
2/2

(
1 + αâ† +

(αâ†)2

2!
+

)
|0〉 = e−|α|

2/2

(
|0〉+

α

1!

√
1|1〉+

α2

2!

√
2!|2〉+ ..

)

= e−|α|
2/2

∞∑

n=0

αn√
n!
|n〉 .

Aplicando o operador de descida â sobre o estado |α〉,

â|α〉 = e−|α|
2/2

∞∑

n=0

αn√
n!
â|n〉 = e−|α|

2/2
∞∑

n=0

αn√
n!

√
n|n−1〉 = e−|α|

2/2
∞∑

n=0

αn√
(n− 1)!

|n−1〉 = α|α〉 .

(2.75)
Também podemos escrever

〈α|â† = (â|α〉)† = (α|α〉)† = 〈α|α∗ .

O estado |α〉 é chamado de estado coerente ou de estado de Glauber.

2.4.5.3 Incerteza em estados de Glauber

O OH seja preparado no estado |α〉. Os valores esperados das observáveis x̂ ≡ aho√
2

(â† + â) e

p̂ ≡ ~
aho
√

2
(â† − â) são,

√
2

aho
〈α|x̂|α〉 = 〈α|â+ â†|α〉 = α+ α∗ e iaho

√
2

~ 〈α|p̂|α〉 = 〈α|â− â†|α〉 = α− α∗. (2.76)

Com isso, os valores esperados das quadraturas ficam,

2
a2ho
〈α|x̂2|α〉 = 〈α|(â+ â†)2|α〉 = 〈α|ââ+ 1 + 2â†â+ â†â†|α〉 (2.77)

= α2 + 1 + 2|α|2 + α∗2 = 1 + (α+ α∗)2 = 1 + 2
a2ho
〈α|x̂|α〉2

−a2ho2
~2 〈α|p̂

2|α〉 = 〈α|(â− â†)2|α〉 = 〈α|ââ− 1− 2â†â+ â†â†|α〉
= α2 − 1− 2|α|2 + α∗2 = −1 + (α− α∗)2 = −1− 2a2ho

~2 〈α|p̂|α〉
2 .

As incertezas definidas em (1.63) ficam,

∆x2 = 〈α|x̂2|α〉 − 〈α|x̂|α〉2 =
a2ho
2 e ∆p2 = 〈α|p̂2|α〉 − 〈α|p̂|α〉2 = ~2

a2ho2
. (2.78)

E finalmente a relação de Heisenberg,

∆p∆x = ~
2 . (2.79)

Comparando com a relação de incerteza (2.55) derivada para estados de Fock, conclúımos
que a incerteza sempre é mı́nima para estados de Glauber. Neste sentido os estados de Glauber
são aqueles que mais se aproximam aos estados clássicos caraterizados pela ausência de incerteza.
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2.4.5.4 Ortogonalidade dos estados de Glauber

Os estados de Glauber não são ortogonais, pois

|〈α|β〉|2 = e−|α−β|
2
. (2.80)

Deixamos a demonstração para o Exc. 2.5.4.3.

2.4.6 Evolução temporal do oscilador harmônico

Aqui estudamos a evolução temporal de uma distribuição de populações num oscilador harmônico.
A solução formal da equação de Schrödinger é,

|ψ(t)〉 = e−iĤt/~|ψ(0)〉 . (2.81)

Como o hamiltoniano é diagonal na base |n〉,

Ĥ = ~ω
(
n̂+ 1

2

)
. (2.82)

podemos escrever,

e−iĤt/~ =
∑

n

|n〉e−iωt(n+1/2)〈n| . (2.83)

Se o estado inicial é |ψ(0)〉 =
∑

m cm|m〉, o estado final será,

|ψ(t)〉 =
∑

n

|n〉e−iωt(n+1/2)〈n|ψ(0)〉 =
∑

n

e−iωt(n+1/2)cn|n〉 (2.84)

〈ψ(t)|Â|ψ(t)〉 =
∑

m

〈m|eiωt(m+1/2)c∗m|Â|
∑

n

e−iωt(n+1/2)cn|n〉 =
∑

m,n

c∗mcne
iωt(m−n)〈m|Â|n〉 .

Se o oscilador está inicialmente num autoestado, |ψ(0)〉 = |k〉,

|ψ(t)〉 = e−iωt(k+1/2)|k〉 e 〈ψ(t)|Â|ψ(t)〉 = 〈k|Â|k〉 , (2.85)

o estado permanece estacionário. Movimento precisa de elementos não-diagonais de Â.

Uma outra observação é que as populações não mudam, mesmo no caso de uma superposição
inicial, pois

Pk(t) = |〈k|ψ(t)〉|2 = |e−iωt(k+1/2)ck|2 = |ck|2 . (2.86)

Conclúımos que

• movimento de uma observável Â é posśıvel, mas somente devido às variações dos fatores
de fase;

• para realizar transições entre os estados vibracionais é preciso perturbar o oscilador, e.g. por
campos de radiação eletromagnética.

Exemplo 12 (Movimento de um oscilador harmônico): Consideramos agora alguns
exemplos espećıficos. Se a observável é o hamiltoniano e o estado inicial uma superposição
arbitraria,

〈ψ(t)|Ĥ|ψ(t)〉 = ~ω
∑

m,n

c∗mcne
iωt(m−n)〈m|n̂+ 1

2 |n〉 = ~ω
∑

n

|cn|2
(
n+ 1

2

)
.
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Isto é, a energia total do oscilador é a soma das energias dos estados ponderadas com as
populações daqueles estados. No caso do operador posição,

〈ψ(t)|x̂|ψ(t)〉 = aho√
2

∑

m,n

c∗mcne
iωt(m−n)〈m|â+ â†|n〉

= aho√
2

∑

n

(
c∗n−1cne

−iωt√n+ c∗n+1cne
iωt
√
n+ 1

)

m,n→∞−→ aho
√

2
∑

n

√
n|cn|2 cosωt .

Isto é, a part́ıcula só pode oscilar, se existem populações em estados consecutivos. Se isso não

é o caso, 〈ψ(t)|x̂|ψ(t)〉 = 0. A frequência de oscilação é sempre ω, independente da energia

da part́ıcula. Os Excs. 2.5.4.4 e 2.5.4.5 analisam a evolução temporal de osciladores sujeitos

a uma perturbação súbita.

2.4.7 Quantização do campo eletromagnético

Historicamente a quantização da luz por Max Planck (também chamada segunda quantização) foi
a primeira. Essa quantização resolveu o problema da divergência ultravioleta e explicou o efeito
foto elétrico. A quantização do átomo por Niels Bohr (também chamada primeira quantização)
explicou a estrutura interna do átomo.

O operador do campo elétrico de um modo de laser é dado por

Ê = iEm[âeik·r−iωt − â†e−ik·r+iωt] , (2.87)

onde Em =
√

~ω/2ε0V e V e o volume do modo. O Exc. 2.5.4.6 pede para calcular os valores

Figura 2.8: Visualização dos estados de Glauber. Aqui, x̂1 ≡ â+ â† e x̂1 ≡ i(â− â†).

esperados 〈Ê〉 e ∆Ê.

As vezes é conveniente representar o campo da luz pelas quadraturas. Com a definição
â ≡ x̂1 + ix̂2, onde x̂1,2 são operadores não comutandos ([x̂1, x̂2] = i/2), podemos reescrever o
campo,

Ê = −2Em[x̂1 sin(k · r− ωt) + x̂2 cos(k · r− ωt)] . (2.88)

A relação de incerteza de Heisenberg requer

∆x1∆x2 ≥ 1
4 . (2.89)

Para estados coerentes, ∆x1 = ∆x2 = 1
2 .
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2.5 Exerćıcios

2.5.1 Movimento translacional

2.5.2 Potencial retangular

2.5.2.1 Ex: Part́ıcula numa caixa

Obtenha as funções de onda e os ńıveis de energia associados de uma part́ıcula confinada em
uma caixa, em que V (x) = 0 para 0 ≤ x ≤ l e V (x) =∞ sonst.

2.5.2.2 Ex: Part́ıcula numa caixa bidimensional

Obtenha as funções de onda e os ńıveis de energia associados de uma part́ıcula confinada em uma
caixa bidimensional, no qual a part́ıcula é confinada a uma superf́ıcie retangular com dimensões
L1 na direção x e L2 na direção y, V (x, y) = 0 para 0 ≤ x ≤ L1 e 0 ≤ y ≤ L2 e V (x, y) = ∞
senão.

2.5.2.3 Ex: Part́ıcula no poço

Obtenha as energias dos estados ligados de uma part́ıcula no poço de potencial em que V (x) =∞
para x < 0, V (x) = −V0 para 0 ≤ x ≤ L/2 e V (x) = 0 para x > L/2. Compare os valores obtidos
com aqueles do poço simétrico discutido na Sec. 2.2.4 e com o poço com paredes infinitamente
altas discutido na Sec. 2.2.1.

2.5.3 Barreira de potencial

2.5.3.1 Ex: Barreira de energia

Considere que uma part́ıcula com energia E seja lançada (na direção êx) de encontro a uma
barreira de energia potencial de altura e largura finitas, tal que V (x) = 0 para x < 0 ou x > L
e V (x) = V0 para 0 ≤ x ≤ L.
a. Obtenha os coeficientes de reflexão R e transmissão T para o caso em que E > V0. Discuta
o resultado.
b. Faça o mesmo para o caso E < V0.

2.5.3.2 Ex: Tunelamento

Um átomo de rub́ıdio-87 se move no espaço livre (região 0) com a velocidade v = 1 cm/s (vide
esquema). De repente ele encontra um desńıvel com a profundidade V1 = −kB · 1µK.
a. Qual é o comprimento de onda de Broglie da part́ıcula na região 1?
b. Agora o átomo encontra uma barreira de altura V2 = −V1. Qual é a probabilidade de
encontrar a part́ıcula dentro da região 2?

Figura 2.9: Part́ıcula num paisagem de potencial.
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2.5.3.3 Ex: Colisões

Uma colisão entre part́ıculas atrativas ou repulsivas pode ser descrita como um espalhamento
unidimensional pela equação de Schrödinger

− ~2

2m
ψ′′(x) + αδ(x)ψ(x) = Eψ(x) .

O espectro de energia pode ser um espectro discreto de estados ligados e um continuo de estados
livres. Calcule o coeficiente de transmissão para o caso de uma part́ıcula com energia E lançada
de encontro à barreira de energia potencial V (x) = αδ(x). O resultado se altera para o caso
em que V (x) = −αδ(x), com α > 0? Para esta última energia potencial, encontre a energia do
estado ligado da part́ıcula e sua correspondente função de onda.

2.5.4 Oscilador harmônico

2.5.4.1 Ex: Estado fundamental do oscilador harmônico

Igualando a energia do estado fundamental do OH quântico àquela do seu análogo clássico,
obtenha a elongação máxima xm. Agora, sabendo que a função de onda do estado fundamental
é proporcional à gaussiana ψ0 ∝ e−x

2/2x2m , obtenha a expressão para a probabilidade de se
encontrar o OH fora dos limites clássicos e estime o seu valor.

2.5.4.2 Ex: Part́ıcula num poço semi-harmônico

Encontre os ńıveis de energia de uma part́ıcula num poço de energia potencial da forma V (x) =

∞ para x < 0 e V (x) = mω2x2

2 para x > 0. Qual é a paridade dos estados permitidos?

2.5.4.3 Ex: Oscilador harmônico e estado coerente

a. Verifica a ortogonalidade para um oscilador harmônico num estado de Glauber.
b. Mostre 〈α|n̂|α〉 = |α|2, 〈α|n̂2|α〉 = |α|4 + |α|2 e ∆n̂ = |α|.
c. Qual é a população do estado |n〉 de um oscilador harmônico num estado de Glauber?

2.5.4.4 Ex: Vibração de um oscilador harmônico

Considere um OH de massa m e frequência angular ω. No tempo t = 0 o estado do oscilador é
|ψ(0)〉 =

∑
n cn|n〉, onde |n〉 são os estados estacionários do OH com energia (n+ 1/2)~ω.

a. Qual é a probabilidade P para que uma medida da energia do OH, realizada num tempo
arbitrário t > 0, resulte ser maior que 2~ω? Para o caso em que P = 0, quais são os coeficientes
cn não nulos?
b. De agora em diante, assuma que somente c0 e c1 sejam não nulos. Escreva a condição
de normalização para |ψ(0)〉 e o valor médio 〈Ĥ〉 da energia em termos de c0 e c1. Com o
requerimento adicional 〈Ĥ〉 = ~ω, calcule |c0|2 e |c1|2.
c. Dado que o vetor de estado normalizado |ψ(0)〉 é definido a menos de um fator de fase global,
determinamos este fator através da escolha dos coeficientes c0 real e positivo e c1 = |c1|eiθ.
Assumindo 〈Ĥ〉 = ~ω e 〈x̂〉 = 1

2

√
~/mω, calcule θ.

d. Com |ψ(0)〉 determinado (conforme o item anterior), escreva |ψ(t)〉 para t > 0 e calcule o
valor de θ neste tempo t. Deduza o valor médio 〈x̂〉(t) da posição no tempo t.
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2.5.4.5 Ex: Oscilador harmônico deslocado

Considere um OH de massa m, frequência angular ω e carga elétrica q imerso num campo elétrico
uniforme e paralelo ao eixo êx de deslocamento do oscilador.
a. Obtenha as energias dos estados estacionários do OH e mostre como obter os correspondentes
autoestados.
b. Calcule os valores esperados 〈x〉 e 〈p〉 para o oscilador deslocado.
c. Agora, o campo eletrizo seja desligado de repente. Calcule a evolução temporal do oscilador.

2.5.4.6 Ex: Estado de Glauber

Calcule 〈Ê〉 e ∆Ê.



Caṕıtulo 3

Átomos hidrogenoidos

Seguinte o modelo planetário do átomo de Rutherford e Bohr podemos imaginar um átomo
como um núcleo muito pesado com carga elétrica positiva cercado por uma nuvem de elétrons
muito leve com carga negativa. Como o núcleo é muito pequeno em comparação com a nuvem
eletrônica, tratamo-lhe como uma entidade com a massa M e a carga Ze, onde Z é o número
de prótons e corresponde à ordem do elemento no sistema periódico.

3.1 Part́ıcula num potencial central

O procedimento canônico para calcular todas as propriedades de um átomo é de estabelecer
o seu hamiltoniano, isto é, determinar as energias cinéticas de todos os componentes e todas
energias de interação entre eles, e de resolver a equação de Schrödinger. Para cada componente
escrevemos a energia cinética

Tncl =
P 2

2M
e Tele =

Z∑

i=1

p2
i

2m
. (3.1)

A energia que corresponde às interações, isto é, atração ou repulsão coulombiana, entre as
componentes do átomo é

Vncl−ele = −
Z∑

i=1

Ze2

4πε0|R− ri|
e Vele−ele =

Z∑

i 6=j=1

e2

4πε0|ri − rj |
. (3.2)

Também existem interações devido ao spin das part́ıculas, que trataremos posteriormente.
Obviamente, a solução desse problema de muitos corpos é muito complicado. Por isso, nesse

capitulo, baseado na equação de Schrödinger calcularemos o espectro completo do átomo mais
simples posśıvel, o hidrogênio. Esse átomo consiste de um próton e um elétron, só.

Ze
-

e
-

( -1)Z e
-

Figura 3.1: O modelo do hidrogênio se aplica em outros átomos desde que eles têm um elétron
de valência ocupando um espaço tão grande que ele está vendo o núcleo e o resto dos elétrons
blindando o núcleo como uma única carga positiva.

53
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3.1.1 Transformação em coordenadas relativas

O átomo de hidrogênio representa um problema de dois corpos. Consideramos as duas massas
m1,2 do próton e do elétron separadas por uma distancia r e interagindo através de um potencial
V (R). O hamiltoniano é

Ĥ =
−~2

2m1
∇2

1 +
−~2

2m2
∇2

2 + V (|R1 −R2|) . (3.3)

Para começar, a equação de Schrödinger dependente do tempo

ĤΞ(t,R1,R2) = i~
d

dt
Ξ(t,R1,R2) , (3.4)

torna-se estacionária com o ansatz Ξ(t,R1,R2) = Ξ(R1,R2)e−iEtott/~,

[−~2

2m1
∇2
R1

+
−~2

2m2
∇2
R2

+ V (|R1 −R2|)
]

Ξ(R1,R2) = EtotΞ(R1,R2) . (3.5)

Agora, transformamos para o sistema de centro-de-massa com o ansatz para a função de onda
total Ξ(R1,R2) = e−iP·R/~Ψ(R) com R ≡ m1

M R1 + m2
M R2 e R ≡ R1 −R2. Isto corresponde à

um produto de uma onda plana, descrevendo o movimento linear do centro das massas, e uma
função de onda radial, que descreve o movimento relativo dos átomos:

EΨ(R) =
−~2

2m1
∇2
R1
e−iP·R/~Ψ(R) +

−~2

2m2
∇2
R2
e−iP·R/~Ψ(R) + V (R)Ψ(R) (3.6)

= − ~2

2m1
e−iP·R/~∇2

R1
Ψ(R)− ~2

2m2
e−iP·R/~∇2

R2
Ψ(R)

+
i~P

M
e−iP·R/~ [∇R1 +∇R2 ] Ψ(R) +

P2

2M
e−iP·R/~Ψ(R) .

Utilizando ∇R1 = −∇R2 = ∇r,

P 2

2M
Ψ(R) +

−~2

2m1
∇2
rΨ(R) +

−~2

2m2
∇2
rΨ(R) + V (r)Ψ(R) = EtotΨ(R) . (3.7)

Subtraindo a energia do movimento do centro de massa com E = Etot − P 2

2M e introduzindo as
abreviações M = m1 +m2 e m−1 = m−1

1 +m−1
2 , obtemos finalmente

[−~2

2m
∇2
r + V (r)

]
Ψ(R) = EΨ(R) . (3.8)

3.1.2 Part́ıcula num potencial ciĺındrico

A equação (3.8) é tridimensional, pois Ψ(R) é um campo vetorial e o operador de momento em
coordenadas cartesianas é dado por

∇2
r =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
. (3.9)

No entanto, em algumas situações, a simetria do sistema permite reduzir a dimensionalidade
similarmente aos casos do poço de potencial e o oscilador harmônico tridimensional. Vamos
agora discutir os casos de simetria ciĺındrica e esférica.
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Elétrons em campos magnéticos são sujeitos á força de Lorentz que mante eles num movi-
mento de rotação. Podemos reescrever o operador de momento um coordenadas ciĺındricas,

x = r cosϕ , y = r sinϕ , z = z , (3.10)

como

∇2
r =

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂ϕ2
+

∂2

∂z2
. (3.11)

Como o potencial não depende de ϕ, podemos tentar o ansatz Ψ(R) = R(r)ξ(ϕ)ζ(z),

1

R(r)

[
− ~2

2m

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+ V (r)

)]
R(r)− ~2

2m

1

ζ(z)

∂2

∂z2
ζ(z)− ~2

2mr2

1

ξ(ϕ)

∂2

∂ϕ2
ξ(ϕ) = E . (3.12)

Para dar um exemplo, desconsideramos o potencial, V (r) = 0, e consideramos uma órbita
com raio constante da part́ıcula, r = const. Neste caso, o primeiro termo da equação acima
desaparece, e o segundo e terceiro termo ficam separáveis porque dependem de coordenadas
diferentes, ϕ e z. O segundo termo dá

ζ ′′/ζ = −2mEz/~2 ≡ −k2
z = const , (3.13)

Ez sendo a energia do movimento axial.

A terceira equação é aquela descrevendo o movimento orbital,

ξ′′/ξ = −2mEr2/~2 ≡ −m2
l = const . (3.14)

Essa equação tem a solução seguinte,

ξ(ϕ) = Aeimlϕ +Be−imlϕ . (3.15)

Agora podemos resolver a equação radial, também. Para essa solução ser bem-definida, preci-
samos ξ(ϕ) = ξ(ϕ+ 2π). Isso implica,

ml = 0,±1,±2, .. . (3.16)

Portanto, as energias permitidas do hamiltoniano são

Ĥ = −~2

2I

∂2

∂ϕ2
=⇒ Eml =

~2m2
l

2I
. (3.17)

Com o momento de inércia I = mr2.

Definimos agora o operador,

l̂z =
~
i

∂

∂ϕ
. (3.18)

Esse operador age sobre a função de onda ξ (com B = 0) da maneira seguinte,

l̂zξ(ϕ) = ~mlξ(ϕ) . (3.19)

É fácil mostrar que as funções de onda com diferentes valores ml são ortogonais.

Note: 1. O estado ml = 0 tem zero energia; isto é, não tem energia do ponto zero. 2. A
part́ıcula está delocalizada no anel de raio r: ∆lz∆ sinϕ ≥ ~

2 |〈cosϕ〉|.
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3.1.3 Hamiltoniano em coordenadas esféricas

Podemos reescrever o operador de momento em coordenadas esféricas,

x = r sinϑ cosϕ , y = r sinϑ sinϕ , z = r cosϑ , (3.20)

como

∇2
r =

1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+
L2

r2
onde − L2

~2
≡ 1

sinϑ

∂

∂ϑ

(
sinϑ

∂

∂ϑ

)
+

1

sin2 ϑ

∂2

∂ϕ2
, (3.21)

e uma abreviação chamada de legendriano. Para um potencial isotrópico, V (R) = V (r), pode-
mos tentar o ansatz Ψ(R) = R(r)Y (ϑ, ϕ) para resolver a equação de Schrödinger (3.8),

r2

R(r)

[
− ~2

2m

1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+ V (r)− E

]
R(r) =

−1

2m

L2Y (ϑ, ϕ)

Y (ϑ, ϕ)
≡ − ~2

2m
`(`+ 1) , (3.22)

onde escolhemos uma constante de separação, `(`+ 1), a significação da qual aprenderemos em
breve. Consideramos só a parte angular,

L̂2Y (ϑ, ϕ) = ~2`(`+ 1)Y (ϑ, ϕ) , (3.23)

e fazemos mais um ansatz de separação, Y (ϑ, ϕ) = Θ(ϑ)Φ(ϕ),

sin2 ϑ

(
1

Θ(ϑ)

1

sinϑ

∂

∂ϑ
sinϑ

∂

∂ϑ
Θ(ϑ) + `(`+ 1)

)
= − 1

Φ(ϕ)

∂2

∂ϕ2
Φ(ϕ) ≡ m2 , (3.24)

onde escolhemos uma constante de separação, m2. Introduzindo outra abreviação

L̂z ≡
~
i

∂

∂ϕ
, (3.25)

a equação azimutal adota a forma

L̂zΦ(ϕ) = ~mΦ(ϕ) . (3.26)

Como no caso do potencial ciĺındrico, a solução da equação azimutal é, utilizando a normalização

Φ(ϕ) = 1√
2π
eimϕ , (3.27)

com o número quântico magnético m = 0,±1,±2, ...
A equação polar,

1

Θ(ϑ)

1

sinϑ

∂

∂ϑ
sinϑ

∂

∂ϑ
Θ(ϑ) + `(`+ 1) =

m2

sin2 ϑ
, (3.28)

se chama equação diferencial de Legendre e pode ser resolvida por uma série de potências em
cosk ϑ. Para m = 0, as soluções são os polinômios de Legendre, P`(cosϑ) com

P`(z) =
1

2``!

d`

dz`
[(z2 − 1)`] . (3.29)

Os primeiros polinômios são,

P0(z) = 1 , P1(z) = z , P2(z) = 1
2(3z2 − 1) , P3(z) = 1

2(5z3 − 3z) . (3.30)
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Para m > 0, as soluções são os polinômios associados,

Pm` (z) = (−1)m(1− z2)m/2
dm

dzm
P`(z) =

(−1)m

2``!
(1− z2)m/2

d`+m

dz`+m
[(z2 − 1)`] (3.31)

P−m` (z) = (−1)m
(`−m)!

(`+m)!
Pm` (z) .

A função polar ainda deve ser normalizada,

Θm
` (ϑ) = Pm` (cosϑ)

√
2`+ 1

2

(`−m)!

(`+m)!
. (3.32)

As funções Y`m(ϑ, ϕ) são as harmônicos esféricos. Eles formam um sistema ortonormal,

∫ π

0

∫ 2π

0
Y ∗`′m′(ϑ, ϕ)Y`m(ϑ, ϕ) sinϑdϑdϕ = δ`′`δm′m . (3.33)

Soluções finitas só existem, quando o número quântico do momento angular e ` = 0, 1, .. e para
|m| ≤ `.

As soluções da parte angular da equação de Schrödinger do átomo de hidrogênio são final-
mente,

Y`m(ϑ, φ) =
1√
2π

Pm` (cosϑ)

√
2`+ 1

2

(`−m)!

(`+m)!
eimφ . (3.34)

Os harmônicos esféricos são simultaneamente autofunções dos operadores L2, como pode ser
visto na Eq. (3.23), e do operador Lz conforme a Eq. (3.26). As quantidades representadas pelos
operadores quânticos Ĥ, L̂2, L̂z são conservadas no sistema do hidrogênio. A conservação do
momento angular deve-se á simetria esférica do potencial de Coulomb. Verificaremos a paridade
dos harmônicos esféricos no Exc. 3.3.1.1.

3.2 Separação do movimento radial

3.2.1 A equação de Schrödinger radial

A equação radial fica

1

R(r)

[
− ~2

2m

1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+ V (r)− E

]
R(r) = − ~2

2mr2
`(`+ 1) , (3.35)

Agora fazemos a substituição R(r) = u(r)/r e a equação radial fica,
[
− ~2

2m

∂2

∂r2
+

~2`(`+ 1)

2mr2
+ V (r)

]
u(r) = Eu(r) . (3.36)

Essa equação é bem similar á uma equação de Schrödinger unidimensional, com a exceção do
um potencial adicional que se chama potencial centrifugal,

V`(r) ≡
L̂2

2mr2
. (3.37)

Por exemplo, para o potencial para um elétron orbitando um próton no átomo de hidrogênio
temos, [

− ~2

2m

∂2

∂r2
− Ze2

4πε0r
+

L2

2mr2
− E

]
uE`(r) = 0 . (3.38)
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Figura 3.2: (Code: AM Hidrogenoido Legendre.m) Funções de onda angulares. Mostradas são
os polinômios de Legendre Pml (cosϑ) para ` = 0, 1, 2, 3 e m = 0, .., `.
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Figura 3.3: (Code: AM Hidrogenoido Centrifugal.m) Soma de um potencial coulombiano e um
potencial centŕıfuga para ` = 0 (vermelho), ` = 1 (verde) e ` = 2 (azul).

No Exc. 3.3.1.2 estudaremos part́ıculas dentro de um potencial central de profundidade nula,
nos Excs. 3.3.1.3 e 3.3.1.4 consideramos e poços esféricos de potenciais 3D e no Exc. 3.3.1.5 um
potencial esférico harmônico.

3.2.2 Rotor ŕıgido

No caso que a órbita da part́ıcula é fixo á um raio R, podemos negligenciar a energia cinética
devido ao movimento radial e o potencial, ambos sendo constantes. Nesse caso a equação de
Schrödinger radial é [

~2`(`+ 1)

2mr2

]
uE` = E`uE` . (3.39)

As energias do rotor ŕıgido são

E` =
~2`(`+ 1)

2I
, (3.40)

com o momento de inércia I = mR2.
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3.2.3 O modelo de Bohr

Vamos agora voltar para a parte radial da equação de Schrödinger para uma part́ıcula num
potencial radial. É claro que esperamos que as soluções quânticas para o átomo de hidrogênio
são parecidas com as predições do modelo de Bohr, isto é, que as soluções completas só dão
uma correção para energias baixas. Seguinte esse modelo, a órbita é estável quando a forca de
atração é igual com a forca centrifuga. Mas além disso, Bohr postulou que só certas energias
são permitidas. Para o átomo de hidrogênio ele achou

En = −1

2

Ze2

4πε0

1

rn
= − Z2~2

2ma2
B

1

n2
= −Z

2e2

4πε0

1

2aBn2
= −Z

2

n2
13.6 eV , (3.41)

com o raio de Bohr

aB ≡ 4πε0
~2

me2
. (3.42)

Com essa equação ele consegui explicar as observações espectrais. Os elétrons só podem saltar
de um ńıvel para um outro, dessa vez emitindo ou absorvendo um fóton. As sérias observadas
no espectro do hidrogênio (En − Em)/~ foram a série de Lyman (m = 1), de Balmer (m = 2),
de Paschen (m = 3) e de Brackett (m = 4).
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Figura 3.4: As transições do hidrogênio.

Por isso, vamos agora dar para a energia uma unidade de En e o raio em unidade de aB, isto
é, r̃ ≡ Zr/aB. Inserindo na equação de Schrödinger radial (3.38),

u′′n,`(r̃) +

(
−`(`+ 1)

r̃2
+

2

r̃
− 1

n2

)
un,`(r̃) = 0 . (3.43)

Para garantir que para grandes raios, r → ∞, a solução fica finita, precisamos un,`(r̃ → ∞) =
e−r̃/n. Para garantir que para pequenos raios, r → 0, a solução fica finita, precisamos un,`(r̃ →
0) = r̃`+1. Derivamos as soluções assimptóticas no Exc. 3.3.2.1. A equação diferencial resultante
só tem soluções para um número quântico principal n inteiro e positivo e quando ` = 0, 1, .., n−1.
Isso significa, que o ansatz de Bohr é valido (uff!), que os ńıveis de energia são degenerados em
` e m.

Substituindo o ansatz,

un`(r̃) = Dn`r̃
`+1e−r̃/nL(r̃) , (3.44)

é fácil mostrar (Exc. 3.3.2.2) que a equação diferencial (3.43) se reduz para,

r̃L′′(r̃) + 2
[
(`+ 1)− 1

n r̃
]
L′(r̃) + 2

[
1− 1

n(`+ 1)
]
L(r̃) = 0 . (3.45)
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Figura 3.5: Esquema dos ńıveis.

Ainda com a abreviação ρ ≡ 2r̃/n = 2Zr/naB o ansatz

un`(ρ) = Dn`ρ
`+1e−ρ/2L(ρ) , (3.46)

leve a equação diferencial 1

ρL′′(ρ) + [2(`+ 1)− ρ]L′(ρ) + [n− `− 1]L(ρ) = 0 . (3.47)

As soluções desta equação diferencial, L
(2`+1)
n−`−1(ρ), são os polinômios de Laguerre. Esses po-

linômios figuram em tabelas matemáticas. Utilizando as propriedades desses polinômios é
posśıvel mostrar, que as funções radiais são ortogonais e podem ser normalizadas (vide Exc. 3.3.2.3).
A figura 3.6 mostra as curvas para os orbitais mais baixos.

Finalmente, podemos escrever as soluções totais

ψn,`,m(r, θ, φ) =
un,`(r)

r
Y`,m(θ, φ) com En = − ~2

2ma2
B

Z2

n2
, (3.48)

onde n = 1, 2, 3, .. e ` = 0, 1, .., n− 1 e m = −`,−`+ 1, .., `. É claro, que cada ńıvel n é

n−1∑

`=0

(2`+ 1) = n2 (3.49)

vezes degenerado.

1A equação diferencial associada de Laguerre é

ρ∂2
ρL

(α)
ν + (α+ 1− ρ)∂ρL

(α)
ν + νL(α)

ν = 0 .

Os polinômios de Laguerre são gerados por

L(α)
ν (ρ) =

eρρ−α

α!

dν

dρν
(
e−ρρν+α

)
.
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Figura 3.6: (Code: AM Hidrogenoido Laguerre.m) Funções de onda radiais, esquerda R; direita
u. Acima para (n, `) = (1..3, 0); embaixo (n, `) = (3, 0..2).

Aqui é uma lista das primeiras funções do átomo de hidrogênio,

ψ100 = 1√
π

(
Z
aB

)3/2
e−r̃ (3.50)

ψ200 = 1
4
√

2π

(
Z
aB

)3/2
(2− r̃)e−r̃/2

ψ210 = 1
4
√

2π

(
Z
aB

)3/2
r̃e−r̃/2 cos θ

ψ21±1 = 1
8
√

2π

(
Z
aB

)3/2
r̃e−r̃/2 sin θe±iϕ

ψ300 = 1
81
√

3π

(
Z
aB

)3/2
(27− 18r̃ + 2r̃2)er̃

ψ31±1 =
√

2
81
√

3π

(
Z
aB

)3/2
(6− r̃)r̃e−r̃/3 sin θe±iϑ

ψ320 = 1
81
√

6π

(
Z
aB

)3/2
r̃2e−r̃/3(3 cos2 θ − 1) ,

onde usamos a abreviação r̃ ≡ Zr/aB. Usando estas funções de onda podemos agora calcular
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vários valores esperados como, por exemplo,

〈1〉n`m = 1 (3.51)

〈r̃〉n`m = n2

[
1 +

1

2

(
1− `(`+ 1)

n2

)]

〈r̃2〉n`m = n4

[
1 +

3

2

(
1− `(`+ 1)− 1

3

n2

)]

〈r̃3〉n`m = n6

[
35

8
− 35

8n2
− 15

4n2
(`+ 2)(`− 1) +

3

8n4
(`+ 2)(`+ 1)`(`− 1)

]

〈r̃4〉n`m = n8

[
63

8
+

35

8n2
(2`2 + 2`− 3) +

5

8n4
5`(`+ 1)(3`2 + 3`− 10) +

12

n8

]

〈
1

r̃

〉

n`m

=
1

n2

〈
1

r̃2

〉

n`m

=
1

n3(`+ 1
2)〈

1

r̃3

〉

n`m

=
n

n4`(`+ 1
2)(`+ 1)

〈
1

r̃4

〉

n`m

=
3
2n

2 − 1
2`(`+ 1)

n5(`+ 3
2)(`+ 1)(`+ 1

2)`(`− 1
2)

.

Estes resultados serão importantes posteriormente. No 3.3.2.4 calcularemos o valor esperado 〈r〉
para vários orbitais |Ψn`m〉.

3.2.4 O teorema virial

Originalmente derivada para a mecânica clássica, o teorema virial também vale para a mecânica
quântica, como mostrado pela primeira vez por Vladimir Aleksandrovich Fock. Avaliamos o
comutador entre o hamiltoniano

Ĥ = p̂2/2m+ V (r̂) , (3.52)

e o produto do operador de posição r̂ com o operador de momento p̂ = −i~∇ da part́ıcula:

[Ĥ, r̂ · p̂] = r̂[Ĥ, p̂] + [Ĥ, r̂]p̂ = −i~ p̂2

m
+ i~r̂∇V , (3.53)

usando os teoremas de Ehrenfest. Portanto, achamos para o operador Q̂ = r̂ · p̂ o comutador,

i

~
[Ĥ, Q̂] = 2Ekin − r̂ · ∇V . (3.54)

O lado esquerda desta equação é justamente −dQ̂/dt, seguinte a equação de movimento de Hei-
senberg. O valor esperado 〈dQ̂/dt〉 da derivada temporal zera no estado estacionário, portanto
obtemos o teorema virial,

2〈T 〉 = 〈r̂ · ∇V 〉 . (3.55)

Por exemplo, para um potencial central V (r) ∝ rs obtemos,

2〈T 〉 = 〈r̂ · êr
∂V

∂r
〉 = s〈V 〉 . (3.56)

No Exc. 3.3.2.5 calcularemos os valores esperados 〈r−1〉 e 〈p2〉 e verificaremos o teorema virial.
Finalmente, no Exc. 3.3.2.6 calculamos elementos da matriz de transição entre diferentes orbitais.
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3.3 Exerćıcios

3.3.1 Part́ıcula num potencial central

3.3.1.1 Ex: Paridade das funções harmônicas esféricas

Consideramos a transformação de paridade P com (x, y, z)
P−→ (−x,−y,−z). Use coordenadas

esféricas e mostre, que vale Y`m
P−→ (−1)`Y`,m, é portanto, que uma função de superf́ıcie esférica

tem paridade par, quando ` é par, respectivamente impar, quando ` é impar.

3.3.1.2 Ex: Movimento num campo central

Obtenha as autofunções da part́ıcula livre como caso limite do seu movimento num campo
de força central com V (r) −→ 0. Compare as autofunções assim derivadas - associadas ao
conjunto completo de observáveis H, L2 e Lz - àquelas descritas por ondas planas - associadas ao
movimento caracterizado pelos observáveis px, py, pz e Ĥ = P2/2m -, que igualmente constituem
um conjunto completo de observáveis (veja Constantinescu).

3.3.1.3 Ex: Part́ıcula numa caixa esférica

Encontre os ńıveis de energia e as funções de onda de uma part́ıcula confinada em uma caixa
esférica descrita pela energia potencial, V (r) = 0 para r < a e V (r) =∞ para r ≥ a considerando
momentos angulares ` arbitrários.

3.3.1.4 Ex: Poço de potencial 3D esférico finito

a. Derive os ńıveis de energia posśıveis e as funções de onda associadas para uma part́ıcula
presa num poço de potencial 3D esférico de profundidade V0 e raio a. Note que este problema
é analógico ao espalhamento de Mie com ondas escalares.
b. Discute o caso de um poço cercado de paredes infinitas.

3.3.1.5 Ex: Part́ıcula num potencial harmônico esférico

Uma part́ıcula quântica de massa m está sujeita a um potencial

V = 1
2mω

2(x2 + y2 + z2) .

a. Obtenha os ńıveis de energia dessa part́ıcula. Isto é, determine os autovalores de

− ~2

2m
∇2ψ + V ψ = Eψ .

b. Considere o ńıvel fundamental e os dois primeiros ńıveis excitados. Monte uma tabela mos-
trando para cada um desses três ńıveis, o valor da energia, a degenerescência e os respectivos
estados em termos dos números quânticos.
c. Utilizando

∇2ψ =

[
1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
− L2

~2r2

]
ψ

e lembrando que L2Y`m(θ, φ) = ~2`(`+ 1)Y`m, escreva a equação diferencial do item (a) para a
parte radial da função de onda (não é preciso resolvé-la). Identifique nessa equação o potencial
efetivo Vef (r).
d. Resolva a equação diferencial do item anterior para o caso em que ` = 0 e determine o
autovalor correspondente. Para isso, admita uma solução do tipo e−αr

2
e determine α.
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3.3.2 Separação do movimento radial

3.3.2.1 Ex: Assimptotas dos polinômios de Laguerre

Derive as soluções assimptóticas das soluções da equação (3.43).

3.3.2.2 Ex: Equação de Laguerre

Mostre que a equação (3.43) se transforme com o ansatz (3.44) para a equação (3.45).

3.3.2.3 Ex: Funções de Laguerre

Utilizando a relação de ortogonalidade dos polinômios associados de Laguerre,

∫ ∞

0
ραe−ρL(α)

n (ρ)L(α)
m (ρ)dρ =

Γ(n+ α+ 1)

n!
δn,m

∫ ∞

0
ρα+1e−ρL(α)

n ρ2dρ =
(n+ α)!

n!
(2n+ α+ 1) ,

e as formula de recursão,

nL(α+1)
n (ρ) = (n− ρ)L

(α+1)
n−1 (ρr) + (n+ α)L

(α)
n−1(ρ)

ρL(α+1)
n (ρ) = (n+ α)L

(α)
n−1(ρ)− (n− ρ)L(α)

n (ρ) ,

a. calcule a constante de normalização Dn,l para um átomo hidrogenoide com número atômico
Z;
b. calcule o valor médio

〈r〉nlm =
n2aB
Z

[
1 +

1

2

(
1− `(`+ 1)

n2

)]
;

c. calcule o valor médio 〈
1

r

〉

n`m

=
Z

n2aB
.

3.3.2.4 Ex: Modelo de Bohr

A partir dos resultados acima, obtenha o valor esperado 〈r〉 para os estados Ψ100, Ψ210 e Ψ320

do átomo de hidrogênio. Compare os resultados com aqueles do modelo de Bohr.

3.3.2.5 Ex: Modelo de Bohr

Calcule, para o estado Ψ320 do átomo de hidrogênio, os valores esperados 〈1r 〉 e 〈p2〉.
A partir dos resultados, obtenha os valores esperados das energias cinética e potencial, 〈T 〉 e
〈V 〉, e mostre que, de acordo com o teorema virial, 〈T 〉 = −(1/2)〈V 〉. Compare os resultados
com o modelo de Bohr.
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3.3.2.6 Ex: Elementos da matriz de transição

Usando as seguintes funções de onda (não normalizadas) do hidrogênio, ψ100(r) = e−r̃, ψ210(r) =
r̃e−r̃/2 cos θ e ψ21±1(r) = r̃e−r̃/2 sin θe±iφ, calcule os elementos de matriz a. 〈ψ100|z̃|ψ210〉, b. 〈ψ100|z̃|ψ211〉,
c. 〈ψ100|x̃− iỹ|ψ210〉 e d. 〈ψ100|x̃− iỹ|ψ211〉. Tente interpretar os resultados. Formulário:

∫ ∞

0
x4e−3x/2dx = 256

81 ,

∫ π

0
sin3 xdx = 4

3 ,

∫ π

0
cosx sin2 xdx = 0 ,

∫ π

0
cos2 x sinxdx = 2

3 .
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Caṕıtulo 4

Rotações

4.1 Momento angular

4.1.1 Operador do momento angular orbital

A definição do momento angular é

l̂ = r̂× p̂ = −i~r̂× ∇̂ = −i~

∣∣∣∣∣∣

êx êy êz
x y z
∂x ∂y ∂z

∣∣∣∣∣∣
. (4.1)

Para entender melhor as propriedades do operador do momento angular na mecânica quântica
derivaremos nos Excs. 4.3.1.1, 4.3.1.2 e 4.3.1.3 algumas das suas propriedades.

Figura 4.1: Ilustração do momento angular na mecânica quântica.

4.1.1.1 Constantes do movimento

Para um potencial radial, os operadores l̂2 e l̂z são constantes do movimento,

[Ĥ, l̂z] = 0 = [Ĥ, l̂2] . (4.2)

Supomos agora que já tivemos resolvido a equação radial. Nesse caso, conhecemos os auto-
valores E de Ĥ e temos,

[Ĥ, l̂z]ψ = Ĥ~m|ψ〉 − l̂zEψ = 0 e [Ĥ, l̂2]|ψ〉 = Ĥ~2l(l + 1)|ψ〉 − l̂2E|ψ〉 = 0 . (4.3)

O Exc. 4.3.1.4 pede para mostrar explicitamente no exemplo de um oscilador harmônico três-
dimensional isotrôpico que l̂2 e l̂z são constantes do movimento.

4.1.1.2 Estados do momento angular

Já encontramos os autovalores e autofunções comuns dos operadores l̂2 e l̂z [vide Eqs. (3.23) e
(3.26)]. Utilizamos agora a notação |l,m〉 ≡ Ylm(θ, φ) para as autofunções,

l̂2|l,m〉 = ~2l(l + 1)|l,m〉 e l̂z|l,m〉 = ~m|l,m〉 . (4.4)

67
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4.1.2 Álgebra SU(2) do momento angular e spin

Até aqui, resolvemos a equação angular de autovalores na representação espacial para um mo-
mento angular orbital, l̂ = r̂ × p̂. Mas não é claro que cada momento angular tem essa repre-
sentação. Na verdade, veremos que o elétron tem um spin intŕınseco sem cargas orbitandos. O
que devemos mostrar agora é, que para um qualquer spin, ĵ, satisfazendo

ĵ× ĵ = i~̂j , (4.5)

obtemos uma álgebra consistente.

Como ĵ2 e ĵz comutam, eles têm autofunções comuns |j,m〉. Podemos escrever os autovalores
assim,

ĵ2|j,m〉 = ~2j(j + 1)|j,m〉 e ĵz|j,m〉 = ~m|j,m〉 , (4.6)

onde, por enquanto, só sabemos que m é real e j ≥ 0. Mas com 〈j,m|̂j2|j,m〉 ≥ 〈j,m|j2
z |j,m〉 é

claro que j(j + 1) ≥ m2.

4.1.2.1 Operador de subida e descida

Agora introduzimos operador de subida ĵ+ e o operador de descida ĵ− por

ĵ± ≡ ĵx ± iĵy tais que ĵ− = ĵ†+ .

É fácil mostrar as seguintes relações

[ĵz, ĵ±] = ±~ĵ± e [̂j2, ĵ±] = 0 e ĵ∓ĵ± = ĵ2 − ĵ2
z ∓ ~ĵz . (4.7)

Com isso achamos

ĵz ĵ±|j,m〉 = ([ĵz, ĵ±] + ĵ±jz)|j,m〉 = ~(m± 1)ĵ±|j,m〉 (4.8)

ĵ2j±|j,m〉 = ĵ±ĵ2|j,m〉 = ~2j(j + 1)ĵ±|j,m〉 . (4.9)

Isto é, ĵ±|j,m〉 é um autoestado de ĵ2 e ĵz com os autovalores j e m±1 se j±|j,m〉 6= 0. Portanto,

j+|j,m〉 ∝ |j,m+ 1〉 . (4.10)

Para não ultrapassar a condição j(j + 1) ≥ m2 precisamos fixar ĵ±|j,±j〉 = 0. Portanto, para
um j especificado, o m pode ter um dos 2j + 1 valores posśıveis m = −j,−j + 1, .., j. Como
2j + 1 é um número inteiro, j só pode ter os valores j = 0, 1

2 , 1,
3
2 , ... Com isso, a equação de

autovalores das observáveis ĵ2, ĵ é resolvida, pois podeŕıamos ter escolhido, em vez de ĵz, cada
uma das componentes de ĵ, sabendo que as outras não comutam com a escolhida.

Todas as componentes do spin ĵz e do raio ĵ2 só têm autovalores discretos. A menor unidade
é ~/2. Com a normalização 〈j,m|j′,m′〉 = δj,j′δm,m′ temos

〈j,m|ĵ∓ĵ±|j,m〉 = ~2[j(j + 1)−m(m± 1)] , (4.11)

e

ĵ±|j,m〉 = ~
√
j(j + 1)−m(m± 1)|j,m± 1〉 . (4.12)

Vide Exc. 4.3.2.2, 4.3.2.3 e 4.3.2.4.
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4.1.3 O spin do elétron

Cada momento angular gera um momento dipolar, µl ∝ l̂z, interagindo com campos magnéticos
externos, Vl(B) = µl · B. Campos magnéticos inhomogêneos exercem forças sobre momentos
dipolares, F = −∇(µl · B), que são detectadas pela experiência de Stern-Gerlach. Esse ex-
periência revela não só a quantização do momento angular, mas também a presencia de valores
semi-integrais para o número quântico magnético.

Em 1925 Uhlenbeck e Goudsmit propunham que o elétron teria um momento angular
intŕınseco com o número quântico s = 1/2. Esse momento angular, chamado spin, não cor-
responde á nenhuma órbita de massas ou de distribuições de cargas dentro do raio clássico do
elétron do tipo l = r× p. O spin é um fenômeno puramente quântico, pois desaparece quando
~ −→ 0. Se acredita, hoje em dia, que o elétron é realmente puntiforme sem desviação de-
tectável da lei de Coulomb em todas as distâncias. O spin do elétron não segue da equação de
Schrödinger, mas pode ser inclúıdo, ad hoc. É interessante, que é uma consequência necessária
da derivação estringente relativ́ıstica da mecânica quântica pelo Paul Dirac.

Para caracterizar o spin, podemos usar todo o aparelho formal SU(2) da mecânica quântica
do momento angular:

ŝ2|12 ,±1
2〉 = ~2 3

4 |12 ,±1
2〉 , ŝz|12 ,±1

2〉 = ±~
2 |12 ,±1

2〉 , ŝ± = σ̂± = |12 ,±1
2〉〈|12 ,∓1

2 | . (4.13)

Os operadores σ̂± são as matrizes de Pauli.

4.2 Acoplamento de momentos angulares

Part́ıculas orbitandas eletricamente carregadas produzem um campo magnético. Esse campo
pode influenciar o movimento de outras part́ıculas. Do mesmo jeito, o spin de um elétron pode
influenciar o seu próprio movimento. Isto é, os momentos angulares podem se acoplar e interagir
de maneira complicada. Mesmo para descrever o comportamento de um átomo tão simples como
o hidrogênio num campo exterior, precisamos construir os auto-estados do momento angular
total resultando de um acoplamento do spin intŕınseco do elétron e do seu movimento orbital.

Um dos sistemas de acoplamentos mais comuns é aquele dos momentos angulares de todos
os elétrons para um momento angular total, L =

∑
k lk, seguido por um acoplamento de L com

o spin total, S =
∑

k sk, para formar o momento angular, J = L + S. Designamos momentos
totais por letras maiúsculas.

4.2.1 Bases desacopladas e acopladas

Os momentos angulares de dois part́ıculas ou dois momentos angulares de origens diferentes em
uma part́ıcula representam graus de liberdade independentes, [j1, j2] = 0. Sem interação entre
os momentos angulares os espaços de Hilbert são ortogonais:

H1 ⊗H2 =

(
H1 0
0 H2

)
. (4.14)

As autofunções agem sobre um espaço da dimensão, dimH1 + dimH2:

|j1,mj1; j2,mj1〉 . (4.15)

Isto é, existe um conjunto completo de operadores comutandos {̂j2
1, ĵ1z, ĵ

2
2, ĵ2z}.

Agora estudamos as propriedades do momento angular total: ĵ ≡ ĵ1 + ĵ2. Vide Exc. 4.3.2.1,
4.3.2.5, 4.3.2.6 e 4.3.2.7.



70 CAPÍTULO 4. ROTAÇÕES

Por isso, podemos especificar os números quânticos j1, j2, j simultaneamente. Como vale
[̂j2, ĵz] = 0, também podemos dar mj . O conjunto {̂j2

1, ĵ
2
2, ĵ

2, ĵz} represente um conjunto completo
de operadores comutandos. Eles têm a base |(j1, j2)j,mj〉.

Para descrever os dois momentos angulares simultaneamente devemos escolher entre a ima-
gem desacoplada |j1,mj1; j2,mj1〉 e a imagem acoplada |(j1, j2)j,mj〉. Por enquanto, a escolha
da imagem não faz diferencia, mas veremos mais tarde que pode existir uma energia associada
ao acoplamento. Neste caso, mostraremos mais tarde, que a escolha da base acoplada é mais
natural, porque a energia comuta como [Ĥ, ĵ2] = 0 = [Ĥ, ĵz] mas [Ĥ, ĵ2

1] 6= 0 6= [Ĥ, ĵ2
2].

Figura 4.2: Ilustração do acoplamento de dois momentos angulares.

4.2.1.1 Valores permitidos do momento angular total

Como não especificamos energia de interação entre os spins ou entre spins e campos externos,
todos estados são energeticamente degenerados. Na imagem desacoplada a degenerescência é
facilmente calculada,

# =

j1∑

mj1=−j1

j2∑

mj2=−j2
1 = (2j1 + 1)(2j2 + 1) . (4.16)

Agora precisamos encontrar os valores posśıveis de j e mj na imagem acoplada. Os valores
de mj seguem imediatamente de ĵ1 + ĵ2 = ĵ,

mj = mj1 +mj2 . (4.17)

Com |mj1| ≤ j1 e |mj2| ≤ j2 os valores de mj são limitados á

mj ≤ j1 + j2 . (4.18)

Vide Exc. ??.

Figura 4.3: Exemplo para o acoplamento spin-órbita L · S para dois elétrons.

Frequentemente conhecemos os dois momentos angulares j1 e j2 e todos os seus projeções na
base desacoplada,

|mj1| ≤ j1 e |mj2| ≤ j2 . (4.19)
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Para achar os números quânticos na base acoplada, arranjamos os estados seguinte o número
quântico magnético total mj . Podemos, sem restrição da generalidade concentrar na situação
j1 ≥ j2.

imagem desacoplada imagem acoplada

|mj1| ≤ j1 , |mj2| ≤ j2 j = j1 + j2{
|mj1| ≤ j1 , |mj2| ≤ j2 − 1
|mj1| ≤ j1 − 1 , |mj2| ≤ j2

j = j1 + j2 , |mj | ≤ j
j = j1 + j2 − 1 , |mj | ≤ j



|mj1| ≤ j1 , |mj2| ≤ j2 − 2
|mj1| ≤ j1 − 1 , |mj2| ≤ j2 − 1
|mj1| ≤ j1 − 2 , |mj2| ≤ j2

j = j1 + j2 , |mj | ≤ j
j = j1 + j2 − 1 , |mj | ≤ j
j = j1 + j2 − 2 , |mj | ≤ j

...
...




|mj1| ≤ j1 , |mj2| ≤ 0
|mj1| ≤ j1 − 1 , |mj2| ≤ 1

...
|mj1| ≤ 0 , |mj2| ≤ j2





j = j1 + j2 , |mj | ≤ j
j = j1 + j2 − 1 , |mj | ≤ j

...
j = j1 − j2 , |mj | ≤ j

Os valores posśıveis de j são portanto

|j1 − j2| ≤ j ≤ j1 + j2 . (4.20)

Isso se chama serie de Clebsch-Gordan. Cada valor de j tem a degenerescência 2j+1. Portanto,
a degenerescência total é

j1+j2∑

j=|j1−j2|
2j + 1 = (2j1 + 1)(2j2 + 1) . (4.21)

Vide Exc. 4.3.2.9, 4.3.2.10 e ??.

4.2.2 Coeficientes de Clebsch-Gordan

Por enquanto, só vamos descrever como adicionar dois momentos angulares, ĵ1 e ĵ2. Como eles
agem sobre diferentes graus de liberdade,

[~α1 · ĵ1, ~α2 · ĵ2] = 0 , (4.22)

para arbitrários vetores ~αk. Temos um sistema de autovetores comuns, |η, j1, j2,m1,m2〉, onde
η são os autovalores de outros observáveis comutando com ĵ1 e ĵ2. Esses autovetores dão os
valores ~2j1(j1 + 1) e ~2j2(j2 + 1) para os observáveis ĵ2

1 e ĵ2
2 e ~m1 e ~m2 para os observáveis

jz1 e jz2. O número de estados é (2j1 + 1)(2j2 + 1). Agora queremos construir estados descritos
por ĵ = ĵ1 + ĵ2. Como

[̂j, ĵ2
1] = 0 = [̂j, ĵ2

2] , (4.23)

existem autoestados |j1, j2, j,m〉 comuns para o conjunto de observáveis ĵ2
1, ĵ2

2, ĵ2 e ĵz. Esses
autoestados são combinações lineares dos estados individuais,

|(j1, j2)j,m〉 =
∑

m1,m2

|j1, j2,m1,m2〉〈j1, j2,m1,m2|(j1, j2)j,m〉 (4.24)

=
∑

m1,m2

|j1, j2,m1,m2〉
(
j1 j2
m1 m2

∣∣∣∣
j
m

)
.
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O coeficiente matricial se chama coeficiente de Clebsch-Gordan. Os Clebsch-Gordans desapare-
cem se as condições1

|j1 − j2| ≤ j ≤ j1 + j2 e m = −j1 − j2,−j1 − j2 + 1, .., j1 + j2 (4.25)

não estão satisfeitas.

As matrizes unitárias de transformação entre bases desacopladas e acopladas,

|(j1, j2)j,m〉 = UCGC |j1,m1; j2,m2〉 , (4.26)

são listadas em tabelas dos coeficientes de Clebsch-Gordans, p.ex. para o sistema de dois spins
1
2 temos,




|(1
2 ,

1
2)1,+1〉

|(1
2 ,

1
2)1, 0〉

|(1
2 ,

1
2)0, 0〉

|(1
2 ,

1
2)1,−1〉


 =




1 0 0 0

0
√

1
2

√
1
2 0

0
√

1
2 −

√
1
2 0

0 0 0 1







|12 ,+1
2 ; 1

2 ,+
1
2〉

|12 ,−1
2 ; 1

2 ,+
1
2〉

|12 ,+1
2 ; 1

2 ,−1
2〉

|12 ,−1
2 ; 1

2 ,−1
2〉


 . (4.27)

Vide Exc. 4.3.2.11, 6.3.1.4, 4.3.2.13, 4.3.2.14, 4.3.2.15 e 4.3.2.16.

4.2.2.1 Acoplamento de três momentos angulares

Três momentos angulares podem acoplar-se em três configurações diferentes: Primeiro j1 com
j2, depois o spin total (j1, j2)j12 com o terceiro j3. Utilizamos a notação |[(j1, j2)j12, j3]J〉 ou
|[(j1, j3)j13, j2]J〉 ou |[(j2, j3)j23, j1]J〉. O reacoplamento de três spins é descrito por śımbolos
{6j}.

4.2.2.2 Notação dos estados em átomos em acoplamento LS

Num átomo, frequentemente os spins dos elétrons se acoplam para um spin total, S =
∑

k sk,
e separadamente os momentos angulares orbitais se acoplam para um momento angular orbital
total, L =

∑
k lk. Esse dois spins totais agora se acoplam para um momento angular total,

J = L + S. Quando esse acoplamento LS acontece, para caracterizar os estados eletrônicos em
átomos se usa a notação seguinte:

2S+1LJ . (4.28)

4.2.2.3 Acoplamento jj

Também existe o caso que para cada elétron o spin se acopla com o momento orbital, jk = lk+sk,
antes de se acoplar os momentos angulares de todos os elétron, J =

∑
k jk. Isso se chama aco-

1Ver [2], p.111 ou [14], p.119. Os Clebsch-Gordans são relacionados com os śımbolos (3j) de Wigner:(
j1 j2
m1 m2

∣∣∣∣ jm
)

=

(
j1 j2 j
m1 m2 −m

)
= (−1)j1−j2+m

√
∆(j1j2j3)×

×
√

(j1 +m1)!(j1 −m1)!(j2 +m2)!(j2 −m2)!(j +m)!(j −m)!∑
t

(−1)t

t!(m1 − j2 + j + t)!(−j1 −m2 + j + t)!(j1 + j2 − j − t)!(j1 −m1 − t)!(j2 +m2 − t)!

onde ∆(j1j2j) ≡
(j1 + j2 − j)!(j1 − j2 + j)!(−j1 + j2 + j)!

(j1 + j2 + j + 1)!
.
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plamento jj. O reacoplamento dos quatro spins |[(l1, s2)j1, (l2, s2)]J〉 −→ |[(l1, l2)L, (s1, s2)S]J〉

é descrito por śımbolos {9j} =




l1 l2 L
s1 s2 S
j1 j2 J



.

4.3 Exerćıcios

4.3.1 Momento angular

4.3.1.1 Ex: Ginástica de operadores de momento angular

Mostre l̂× l̂ = i~̂l e [l̂x, l̂y] = i~l̂z.

4.3.1.2 Ex: Tensor de Levi-Civita

Mostre [lk, rm] = i~rnεkmn onde o Levi-Civita tensor é definido por εkmn = 1 quando (kmn) é
uma permutação par de (123), εkmn = −1 para uma permutação impar e εkmn = 0 se dois dos
ı́ndices são iguais.

4.3.1.3 Ex: Ginástica de operadores de momento angular

Mostre [l2, l] = 0.

4.3.1.4 Ex: Oscilador harmônico três-dimensional

Mostre para um oscilador harmônico três-dimensional isotrôpico [Ĥ, l̂2] = [Ĥ, l̂z] = 0. Faz
cálculos expĺıcitos, isto é, mostre

[
p2

2m , l̂z

]
= 0 =

[m
2
ω2r2, l̂z

]
e

[
p2

2m , l̂
2
]

= 0 =
[m

2
ω2r2, l̂2

]
.

4.3.2 Acoplamento de momentos angulares

4.3.2.1 Ex: Acoplamento spin-órbita

a. Mostre que o operador L · S associado ao acoplamento spin-órbita, satisfaz a relação L · S =
LzSz + (L+S− + L−S+)/2.
Obtenha a representação matricial do operador L · S, considerando as bases:
b. {|mj1〉 ⊗ |mj2〉} dos autoestados comuns aos operadores J2

1, J2
2, J1z, J2z;

c. {|J,M〉}, associada aos operadores J2
1, J2

2, J2, Jz.

4.3.2.2 Ex: Ginástica de operadores do momento angular

Utilize o modelo vetorial para a soma de momentos angulares para a derivação do valor do
ângulo entre os vetores que representam
a. dois spins α(= |+〉);
b. um spin α e outro β num estado com S = 1 e MS = 0;
c. um spin α e outro β num estado com S = 0 e MS = 0.
d. Derive os resultados dos itens a., b. e c. considerando os correspondentes valores esperados
do operador sα · sβ.
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4.3.2.3 Ex: Ginástica de operadores de momento angular

Mostra que se ĵz é preciso, ĵx e ĵy são imprecisos.

4.3.2.4 Ex: Ginástica de operadores de momento angular

Calcule os elementos da matriz de ĵx e ĵ2
x.

4.3.2.5 Ex: Ginástica de operadores de momento angular

Mostre que ĵ1 + ĵ2 é um momento angular, mas não ĵ1 − ĵ2.

4.3.2.6 Ex: Ginástica de operadores de momento angular

Mostre [̂j2, ĵ2
1] = 0 = [̂j2, ĵ2

2].

4.3.2.7 Ex: Ginástica de operadores de momento angular

Mostre que {̂j2
1, ĵ

2
2, ĵ

2, ĵz} é um CCOC; isto é, mostre que ĵ2 não comute com ĵ1z ou ĵ2z e que
não podemos especificar mj1 ou mj2 junto com j.

4.3.2.8 Ex: Ginástica de operadores de momento angular

Ache todos estados posśıveis com os momentos angulares j1 = 1 e j2 = 1/2 nas imagens desa-
coplados e acoplados.

4.3.2.9 Ex: Multiplicidade de momentos angular acoplados

Verifique # = (2j1 + 1)(2j2 + 1) dentra da representação acoplada.

4.3.2.10 Ex: Estrutura fina e hiperfina do átomo de rub́ıdio

1. O átomo de rub́ıdio 85Rb tem um elétron de valência. No primeiro estado excitado esse elétron
tem o momento angular orbital, L = 1. Quais são os estados posśıveis?
2. No estado seu estado fundamental deste átomo o momento angular total dos elétrons, J , acopla
com o spin do núcleo, I = 5/2, para formar o momento angular total F = J + I. Determine os
valores posśıveis para o momento angular F e o número quântico magnético mF .

4.3.2.11 Ex: Ginástica de operadores do momento angular

Determine para os estados S1/2 e P3/2 de um átomo com o spin núclear I = 3/2 com acoplamento

hiperfino Ĵ · Î como os autoestados da base acoplada se expandem na base desacoplada. Não
consideramos campo magnético externo.

4.3.2.12 Ex: Expansão do momento angular acoplado numa base desacoplada

a. Consideramos o átomo de 87Rb que tem o momento angular nuclear I = 3/2. Quais são
os estados hiperfinos F posśıveis resultando de um acoplamento de I com o momento angular
eletrônico total do estado fundamental 2S1/2? Quais são os sub-estados Zeeman posśıveis dos
F?
b. Quais são os estados hiperfinos F ′ posśıveis resultando de um acoplamento de I com o
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momento angular eletrônico total do estado excitado 2P3/2, F ′ = 2? Quais são os sub-estados
Zeeman posśıveis dos F ′?
c. Uma transição entre um estado hiperfino fundamental e um estado hiperfino excitado pode ser
descrita por um acoplamento do momento angular total F com o momento angular do fóton κ
formando o momento angular do estado excitado F ′. Para ver isso, consideramos agora os ńıveis
F = 1 e F ′ = 2. Expande o momento angular acoplado |(F, κ)F ′,mF ′〉 = |(1, 1)2,mF ′〉 numa
base desacoplada para cada valor de mF ′ posśıvel. Utilize a tabela na Fig. 4.4 para determinar
os coeficientes de Clebsch-Gordan.
Note bem: Os Clebsch-Gordans comparam só as forças das transições entre vários sub-estados
Zeeman do mesmo par (F, F ′). Para comparar as forças entre diferentes pares (F, F ′) é preciso
calcular os coeficientes 6j.

4.3.2.13 Ex: Ginástica de operadores do momento angular

Considere o problema da adição do momento angular orbital ` e de um spin 1/2. Obtenha os
2l+ 1 estados |`+ 1/2,mj〉, além dos 2l estados |`− 1/2,mj〉 (que constituem uma base comum
aos operadores `21, s2

2, j2, jz), expandidos na base |m1,m2〉 dos autoestados dos operadores l2,
s2, `z, sz Você pode simplificar o procedimento derivando duas relações de recorrência das quais
decorrem os estados desejados.2

4.3.2.14 Ex: Ginástica de operadores de momento angular

Considere o problema da adição dos momentos angulares j1 = 1 e j2 = 1/2:
a. Quais os posśıveis valores de m e j, em que ĵ2|j,m〉 = j(j+ 1)~2|j,m〉 e jz|j,m〉 = m~|j,m〉?
b. Quais as degenerescências gj1,j2(m)?
c. Encontre os estados da base {|j,m〉}, comum aos operadores j2

1, j2
2, j, jz, expandidos na base

{|j1,m1〉 ⊗ |j2,m2〉} dos autoestados de j2
1, j2

2, j1z, j2z.

4.3.2.15 Ex: Bases (des-)acopladas dos harmônicos esféricos

Expande o estado tripleto 3PJ do estrôncio numa base desacoplada e escreve a matriz da trans-
formação entre as bases.

4.3.2.16 Ex: Ginástica de operadores de momento angular

Dado os momentos j1 e j2, e sendo Cm1,m2 os coeficientes de Clebsch-Gordan, prove que∑
m1,m2

|Cm1,m2 |2 = 1.

2Veja Cohen-Tannoudji, Vol.2, Complemento A X.
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36. Clebsch-Gordan coefficients 1

36. CLEBSCH-GORDANCOEFFICIENTS, SPHERICALHARMONICS,

AND d FUNCTIONS

Note: A square-root sign is to be understood over every coefficient, e.g., for −8/15 read −
√

8/15.

Y 0
1 =

√
3

4π
cos θ

Y 1
1 = −

√
3

8π
sin θ eiφ

Y 0
2 =

√
5

4π

(3

2
cos2 θ − 1

2

)

Y 1
2 = −

√
15

8π
sin θ cos θ eiφ

Y 2
2 =

1

4

√
15

2π
sin2 θ e2iφ

Y −m
ℓ = (−1)mY m∗

ℓ 〈j1j2m1m2|j1j2JM〉
= (−1)J−j1−j2〈j2j1m2m1|j2j1JM〉d ℓ

m,0 =

√
4π

2ℓ + 1
Y m
ℓ e−imφ

d
j
m′,m = (−1)m−m′

d
j
m,m′ = d

j
−m,−m′ d 1

0,0 = cos θ d
1/2
1/2,1/2

= cos
θ

2

d
1/2
1/2,−1/2

= − sin
θ

2

d 1
1,1 =

1 + cos θ

2

d 1
1,0 = − sin θ√

2

d 1
1,−1 =

1 − cos θ

2

d
3/2
3/2,3/2

=
1 + cos θ

2
cos

θ

2

d
3/2
3/2,1/2

= −
√

3
1 + cos θ

2
sin

θ

2

d
3/2
3/2,−1/2

=
√

3
1 − cos θ

2
cos

θ

2

d
3/2
3/2,−3/2

= −1 − cos θ

2
sin

θ

2

d
3/2
1/2,1/2

=
3 cos θ − 1

2
cos

θ

2

d
3/2
1/2,−1/2

= −3 cos θ + 1

2
sin

θ

2

d 2
2,2 =

(1 + cos θ

2

)2

d 2
2,1 = −1 + cos θ

2
sin θ

d 2
2,0 =

√
6

4
sin2 θ

d 2
2,−1 = −1 − cos θ

2
sin θ

d 2
2,−2 =

(1 − cos θ

2

)2

d 2
1,1 =

1 + cos θ

2
(2 cos θ − 1)

d 2
1,0 = −

√
3

2
sin θ cos θ

d 2
1,−1 =

1 − cos θ

2
(2 cos θ + 1) d 2

0,0 =
(3

2
cos2 θ − 1

2

)

Figure 36.1: The sign convention is that of Wigner (Group Theory, Academic Press, New York, 1959), also used by Condon and Shortley (The
Theory of Atomic Spectra, Cambridge Univ. Press, New York, 1953), Rose (Elementary Theory of Angular Momentum, Wiley, New York, 1957),
and Cohen (Tables of the Clebsch-Gordan Coefficients, North American Rockwell Science Center, Thousand Oaks, Calif., 1974).

Figura 4.4: Coeficientes Clebsch-Gordan.



Caṕıtulo 5

Métodos de aproximação

Praticamente cada problema o que vai além do poço de potencial, do oscilador harmônico ou
do átomo de hidrogênio sem spin e campos externos é imposśıvel resolver analiticamente. Nesse
capitulo vamos falar de técnicas para resolver aproximadamente problemas em situações mais
reaĺısticas. Existem três métodos básicos: 1. O método de perturbação estacionária ou de
perturbação dependente do tempo é útil para avaliar pequenas perturbações do sistema, por
exemplo, por campos elétricos ou magnéticos externos; 2. o método variacional serve para achar
e melhorar chutes para as funções de onda motivadas pelas simetrias do sistema; 3. o método
de campos auto-consistentes é um método iterativo de resolver a equação de Schrödinger.

5.1 Perturbações estacionárias

5.1.1 Método de perturbação independente do tempo

Vamos agora generalizar teoria de perturbação independente do tempo (TPIT) para sistemas de
muitos ńıveis. Separamos o hamiltoniano em uma parte não perturbada

Ĥ(0)|ψ(0)〉 = E(0)|ψ(0)〉 , (5.1)

e perturbações proporcionais à pequenos parâmetros λ,

Ĥ = Ĥ(0) + λĤ(1) + λ2Ĥ(2) + .. . (5.2)

As funções de onda perturbadas são

|ψ〉 = |ψ(0)〉+ λ|ψ(1)〉+ λ2|ψ(2)〉+ .. , (5.3)

e as energias
E = E(0) + λE(1) + λ2E(2) + .. . (5.4)

As contribuições ∝ λn são as correções de ordem n. A equação que precisamos resolver agora é

Ĥ|ψ〉 = E|ψ〉 . (5.5)

Inserindo todas as expansões acima e segregando todos as ordens de λk, achamos o seguinte
sistema de equações,

Ĥ(0)|ψ(0)〉 = E(0)|ψ(0)〉 (5.6)

(Ĥ(0) − E(0))|ψ(1)〉 = (E(1) − Ĥ(1))|ψ(0)〉
(Ĥ(0) − E(0))|ψ(2)〉 = (E(2) − Ĥ(2))|ψ(0)〉+ (E(1) − Ĥ(1))|ψ(1)〉

... .

77
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5.1.1.1 Correção de primeira ordem para a energia

Agora consideramos auto-estados |ψ(1)〉 ≡ |ψ(1)
n 〉 e expandimos a correção de primeira ordem da

função de onda em uma combinação linear dos autovetores não perturbados |ψ(0)
n 〉 ≡ |n〉,

|ψ(1)
n 〉 =

∑

m

|m〉〈m|ψ(1)
n 〉 , (5.7)

e inserimos na segunda equação e multiplicamos com 〈n|

〈n|(Ĥ(0) − E(0)
n )

∑

m

|m〉〈m|ψ(1)
n 〉 = 0 = 〈n|E(1)

n − Ĥ(1)|n〉 . (5.8)

Obtemos para a correção de primeira ordem para a energia de estados não perturbados

E(1)
n = 〈n|Ĥ(1)|n〉 . (5.9)

Vide Exc. 5.5.1.5.

5.1.1.2 Correção de primeira ordem para a função de onda

Agora vamos olhar para a correção de primeira ordem para a função de onda,

〈m|Ĥ(0) − E(0)
n |ψ(1)

n 〉 = 〈m|E(1)
n − Ĥ(1)|n〉 . (5.10)

Quando n = m, o lado esquerdo desta equação desaparece. Portanto, E
(1)
n − 〈nĤ(1)|n〉 = 0, e

podemos nós restringir para os termos n 6= m descartando os termos em E
(1)
n ,

〈m|ψ(1)
n 〉 =

E
(1)
n δmn − 〈m|Ĥ(1)|n〉

Ê
(0)
m − E(0)

n

=
〈m|Ĥ(1)|n〉
E

(0)
n − E(0)

m

. (5.11)

Obtemos para a correção de primeira ordem para a energia dos estados,

|ψ(1)
n 〉 =

∑

m

|m〉〈m|ψ(1)
n 〉 =

∑

m 6=n
|m〉 〈m|Ĥ

(1)|n〉
Ê

(0)
n − E(0)

m

. (5.12)

Esse procedimento simula a distorção do estado por misturas com outros estados. A perturbação
induz transições virtuais para outros estados. A perturbação é grande quando os ńıveis admistos
são pertos.

5.1.1.3 Correção de segunda ordem para a energia

Para calcular a correção de segunda ordem para a energia expandimos a correção de segunda
ordem,

|ψ(2)
n 〉 =

∑

m

|m〉〈m|ψ(2)
n 〉 , (5.13)

e importamos na terceira equação (5.6) e multiplicamos com 〈n|,

〈n|(Ĥ(0)−E(0)
n )

∑

m

|m〉〈m|ψ(2)
n 〉 = 〈n|(E(2)

n −Ĥ(2))|n〉+〈n|(E(1)
n −Ĥ(1))

∑

m

|m〉〈m|ψ(1)
n 〉 . (5.14)
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Agora,
∑

m

〈m|ψ(2)
n 〉(E(0)

n − E(0)
m )δnm = 0 = E(2)

n − 〈n|Ĥ(2)|n〉+
∑

m

〈m|ψ(1)
n 〉

(
E(1)
n δnm − 〈n|Ĥ(1)|m〉

)
.

(5.15)
O lado esquerdo desta equação desaparece. Além disso, no lado direito, para n 6= m, o termo

E
(1)
n δnm desaparece e para n = m a parêntese inteira desaparece. Portanto, podemos descartar o

termo E
(1)
n completamente e nós e restringir a soma para termos n 6= m. Inserindo os coeficientes

〈m|ψ(1)
n 〉, obtemos finalmente,

E(2)
n = 〈n|Ĥ(2)|n〉+

∑

m 6=n

〈n|Ĥ(1)|m〉〈m|Ĥ(1)|n〉
E

(0)
n − E(0)

m

. (5.16)

O primeiro termo é similar á correção de primeira ordem; o valor esperado da perturbação de
segunda ordem nos estados não perturbados. O segundo termo descreve o deslocamento das
energias através de transições posśıveis temporárias para outros estados. Vide Exc. 5.5.1.1,
5.5.1.2, 5.5.1.3 e 5.5.1.4.

5.1.2 TPIT com estados degenerados

Observa-se que o efeito da perturbação é maior – porém finito – para estados degenerados. Con-
tudo, pelas expressões derivadas para as correções tanto das energias quanto das funções de onda,
podemos inferir que estas correções podem tornar-se muito grandes para pequenas perturbações
ou mesmo divergir. No entanto, o fato que cada combinação linear de funções degeneradas
também é uma auto-função do hamiltoniano nós dá a liberdade de escolher a combinação mais
similar á forma final das funções perturbadas. Por exemplo, considerando uma perturbação por
um campo magnético pode tornar-se vantajoso expandir as funções esférica Ylm numa base de
coordenadas ciĺındricas1. Veremos agora que podemos resolver ambos os problemas, seleção da
combinação inicial é prevenção de denominadores divergentes em uma vez, sem especificar a
expansão explicitamente.

Consideramos auto-estados |n, ν〉 com a energia E
(0)
n sendo r vezes degenerada à respeito do

número quântico ν, ν = 1, .., r. Todos estados satisfazem

Ĥ(0)|n, ν〉 = E(0)
n |n, ν〉 . (5.17)

Constrúımos combinações que mais assemelham-se os estados perturbados

|ψ(0)
nµ 〉 =

r∑

ν=1

cµν |n, ν〉 . (5.18)

Quando a perturbação Ĥ(1) está aplicada, supomos que o estado ψ
(0)
nµ é distorcido para o estado

semelhante ψnµ, e a energia muda de E
(0)
n para Enµ. Precisamos agora do ı́ndice µ para etiquetar

a energia, pois a degenerescência pode ser removida pela perturbação. Como antes, escrevemos
agora,

Ĥ = Ĥ(0) + λĤ(1) + λ2Ĥ(2) + .. (5.19)

|ψnµ〉 = |ψ(0)
nµ 〉+ λ|ψ(1)

nµ 〉+ λ2|ψ(2)
nµ 〉+ ..

Enµ = E(0)
n + λE(1)

nµ + λ2E(2)
nµ + .. .

1Um outro exemplo seria a preferência para a base acoplada |(l, s)j,mj〉 em comparação com a base deacoplada
|l,ml, s,ms〉 sabendo que a degenerescência em j é levada quando existe uma energia associada à interação dos
momentos angulares e a degenerescência em mj é levada quando aplicamos um campo magnético.
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Substituição dessas expansões em Ĥ|ψnµ〉 = Enµ|ψnµ〉, e coleção das ordens de λ até primeira
ordem dá,

Ĥ(0)|ψ(0)
nµ 〉 = E(0)

n |ψ(0)
nµ 〉 (5.20)

(E(0)
n − Ĥ(0))|ψ(1)

nµ 〉 = (E(1)
nµ − Ĥ(1))|ψ(0)

nµ 〉 .

Como antes, tentamos exprimir as correções de primeira ordem para as funções de onda

através das funções não perturbadas degeneradas, |ψ(0)
nµ 〉, e não degeneradas, |ψ(0)

m 〉:2

|ψ(1)
nµ 〉 =

∑

ν

cµν |ψ(0)
nν 〉+

∑

m

anm|ψ(0)
m 〉 . (5.21)

Colocando isso na equação de primeira ordem (5.84), obtemos,

∑

ν

cµν(E(0)
n − E(0)

n )|ψ(0)
nν 〉+

∑

m

anm(E(0)
m − E(0)

n )|ψ(0)
m 〉 = (E(1)

nµ − Ĥ(1))|ψ(0)
nµ 〉 . (5.22)

O primeiro termo desaparece. Inserindo a expansão (5.81),

∑

m

anm(E(0)
m − E(0)

n )|ψ(0)
m 〉 = (E(1)

nµ − Ĥ(1))
∑

ν

cµν |n, ν〉 , (5.23)

e multiplicando os dois lados com 〈n, µ|, obtemos zero na esquerda, pois podemos escolher os
estados degenerados |n, ν〉 ortogonais. Portanto,

∑

ν

cµν [E(1)
nµ 〈n, µ|n, ν〉 − 〈n, µ|H(1)|n, ν〉] = 0 . (5.24)

Essa equação secular (uma para cada ν), e um conjunto de r equações lineares para os coeficientes
cµν . A condição para ter soluções não-triviais é,

det(〈n, ν|H(1)|n, µ〉 − E(1)
nµ δµ,ν) = 0 . (5.25)

A solução dessa determinante secular dá as energias E
(1)
µ procuradas. Depois a solução das

equação secular para cada valor de energia dá os coeficientes definindo a melhor forma de com-
binações lineares a perturbação.

Diferentemente aos cálculos anteriores com estados degenerados, aqui consideramos com-
binações lineares dos vetores do subespaço degenerado antes de por a perturbação. Vide
Exc. 5.5.1.6 e 5.5.1.7.

5.2 Método variacional

5.2.1 A fração de Rayleigh

Supomos que queremos calcular a energia do estado fundamental Eg de um sistema descrito
por um hamiltoniano Ĥ, mas não conhecemos a função de onda e não sabemos como resolver a
equação de Schrödinger. Se pelo menos tivéssemos uma boa ideia da forma genérica da solução
(gaussiano, sinusoidal,..), podeŕıamos fazer um chute com um parâmetro livre e otimizar o
parâmetro minimizando a energia, que deve ser mı́nima para o estado fundamental. Isso é

2Note, que etiquetamos todos os estados não degenerados com o estado sob investigação |ψ(1)
nµ 〉 com o ı́ndice

m, mesmo se existem degenerescências entre eles mesmo.
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exatamente a ideia do método variacional. Nota bem que o método variacional só funciona com
o estado fundamental.

Para qualquer função ψ sabemos que a fração de Rayleigh E satisfaz,

Eg ≤
〈ψ|Ĥ|ψ〉
〈ψ|ψ〉 ≡ E , (5.26)

não só quando ψ é a função de um estado excitado, mas mesmo quando representa um chute
(imperfeito) para o estado fundamental. Assumindo funções normalizadas podemos descartar
o denominador 〈ψ|ψ〉 = 1. Para verificar o teorema, expandimos a função ψ em auto-funções
(desconhecidas) ortonormais, |ψ〉 =

∑
n cn|ψn〉. Como ψ está normalizada,

1 = 〈ψ|ψ〉 =
∑

m,n

〈ψm|c∗mcn|ψn〉 =
∑

n

|cn|2 . (5.27)

Do mesmo jeito,

〈ψ|Ĥ|ψ〉 =
∑

m,n

〈ψm|c∗mĤcn|ψn〉 =
∑

n

En|cn|2 . (5.28)

Como o estado fundamental é aquele da energia mais baixa, Eg ≤ En, mostramos

Eg = Eg
∑

n

|cn|2 ≤
∑

n

En|cn|2 = 〈Ĥ〉 . (5.29)

Na prática, o chute ψα para o estado fundamental permite calcular uma energia que deve
ser minimaliza por

∂〈ψα|Ĥα|ψα〉
∂α

= 0 . (5.30)

Vide Exc. 5.5.2.1.

5.2.2 Método de Rayleigh-Ritz

Uma modificação do método variacional é o método de Rayleigh-Ritz. Aqui, em vez de utili-
zar uma função ”chute”, utilizamos uma combinação linear de auto-funções com coeficientes
variáveis: |ψ〉 =

∑
k ck|k〉. Esses variáveis são então otimizados para minimizar a fração de

Rayleigh,

Eg ≤
∑

k,m ckcm〈k|Ĥ|m〉∑
k,m ckcm〈k|m〉

= E , (5.31)

onde supomos coeficientes e auto-funções reais. Para isso, as derivadas por todos os coeficientes
devem desaparecer:

∂E
∂cq

=

∑
k ck〈k|Ĥ|q〉+

∑
m cm〈q|Ĥ|m〉∑

k,m ckcm〈k|m〉
−
∑

k,m ckcm〈k|Ĥ|m〉 (
∑

k ck〈k|q〉+
∑

m cm〈q|m〉)(∑
k,m ckcm〈k|m〉

)2

(5.32)

=

∑
k ck(〈k|Ĥ|q〉 − E〈k|q〉) +

∑
m cm(〈q|Ĥ|m〉 − E〈q|m〉)∑

k,m ckcm〈k|m〉
= 0 ,

utilizando a definição de E (5.31). A equação está satisfeita quando o numerador desaparece:

0 =
∑

m

cm(〈q|Ĥ|m〉 − E〈q|m〉) . (5.33)
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A condição para a existência de soluções é, que a determinante secular desaparece,

0 = det(〈q|Ĥ|m〉 − E〈q|m〉) . (5.34)

A solução dessa equação leve até um conjunto de valores E , e o valor mais baixo, Emin, é a
melhor aproximação para a energia do estado fundamental. Os coeficientes da função de onda
são obtidos resolvendo a auto-equação com Emin. Vide Exc. 5.5.2.2.

5.3 Perturbações temporais

Perturbações temporais tipicamente ocorrem quando subitamente ligamos um campo externo
que influencia o movimento ou o spin das part́ıculas, ou quando o campo varia com o tempo,
por exemplo um campo elétromagnético. Vamos primeiro estudar um sistema de dois ńıveis.

5.3.1 Sistema de dois ńıveis

Escrevemos a perturbação

Ĥ = Ĥ(0) + Ĥ(1)(t) . (5.35)

Como no caso da perturbação estacionária, escrevemos as energias e auto-funções do sistema
não-perturbado,

Ĥ(0)|n〉 = En|n〉 . (5.36)

A evolução temporal desses auto-funções é dada por

|ψ(0)
n (t)〉 = |n〉e−iEnt/~ . (5.37)

Para pequenas perturbações podemos esperar que o ansatz,

|ψ(1)(t)〉 = a1(t)|ψ(0)
1 (t)〉+ a2(t)|ψ(0)

2 (t)〉 , (5.38)

é bom. Note, que não só as auto-funções oscilam, mas os coeficientes também dependem do
tempo, pois a composição dos estados pode mudar. A probabilidade instantânea de se encontrar
o sistema no estado n é |an(t)|2. Importando a combinação linear na equação de Schrödinger,

[
Ĥ(0) + Ĥ(1)(t)

]
|ψ(1)(t)〉 = i~

∂

∂t
|ψ(1)(t)〉 , (5.39)

achamos

a1Ĥ
(0)|ψ(0)

1 〉+ a2Ĥ
(0)|ψ(0)

2 〉+ a1Ĥ
(1)|ψ(0)

1 〉+ a2Ĥ
(1)|ψ(0)

2 〉 = i~
∂

∂t

[
a1|ψ(0)

1 〉+ a2|ψ(0)
2 〉
]

= i~

[
∂a1

∂t
|ψ(0)

1 〉+
∂a2

∂t
|ψ(0)

2 〉+ a1
∂|ψ(0)

1 〉
∂t

+ a2
∂|ψ(0)

2 〉
∂t

]
(5.40)

=⇒ a1Ĥ
(1)|ψ(0)

1 〉+ a2Ĥ
(1)|ψ(0)

2 〉 = i~ȧ1|ψ(0)
1 〉+ i~ȧ2|ψ(0)

2 〉 ,

pois os outros temos satisfazem a equação de Schrödinger de zero ordem. Substituindo pelas
auto-funções estacionárias,

a1e
−iE1t/~Ĥ(1)|1〉+ a2e

−iE2t/~Ĥ(1)|2〉 = i~ȧ1e
−iE1t/~|1〉+ i~ȧ2e

−iE2t/~|2〉 , (5.41)
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e multiplicando essa equação com 〈1|× e 〈2|×, achamos com a abreviação ~ω0 ≡ E2 − E1,

i~ȧ1 = a1〈1|Ĥ(1)|1〉+ a2e
−iω0t〈1|Ĥ(1)|2〉 e i~ȧ2 = a1e

iω0t〈2|Ĥ(1)|1〉+ a2〈2|Ĥ(1)|2〉 . (5.42)

Frequentemente, a perturbação só induz um acoplamento, mas não influencia as energias dire-
tamente, 〈n|Ĥ(1)|n〉 = 0,

ȧ1 = a2
e−iω0t

i~
〈1|Ĥ(1)|2〉 e ȧ2 = a1

eiω0t

i~
〈2|Ĥ(1)|1〉 . (5.43)

Sem perturbação, 〈m|Ĥ(1)|n〉 = 0, não se desenvolve uma dinâmica; as auto-funções evoluem
independentemente.

5.3.2 A formula de Rabi

Agora, uma perturbação seja de repente ligada no tempo t = 0, 〈1|Ĥ(1)|2〉 ≡ ~Ω · Θ(t). Com
as equações de movimento podemos, começando com a situação inicial a1(0) e a2(0), calcular a
evolução temporal,

ȧ1 = −iΩa2e
−iω0t e ȧ2 = −iΩ∗a1e

iω0t . (5.44)

Resolvemos esse sistema de equações diferenciais diferenciando uma e substituindo a outra,

ä2 = −iȧ1Ω∗eiω0t + ω0a1Ω∗eiω0t = −a2|Ω|2 + iω0ȧ2 . (5.45)

Achamos soluções pelo ansatz a2 = eiω0t/2(AeiGt +Be−iGt). A equação para a2 dá,

(iG+ i
2ω0)2AeiGt+iω0t/2 + (−iG+ i

2ω0)2Be−iGt+iω0t/2 (5.46)

= −|Ω|2(AeiGt+iω0t/2 +Be−iGt+iω0t/2) (5.47)

+ iω0

[
(iG+ i

2ω0)AeiGt+iω0t/2 + (−iG+ i
2ω0)Be−iGt+iω0t/2

]
.

Separando as parte em A e em B obtemos duas equações com o mesmo resultado,

G2 = |Ω|2 + 1
4ω

2
0 . (5.48)

Ω se chama frequência de Rabi e G e a frequência generalizada de Rabi. Utilizando as condições
iniciais, a1(t) = 1 e a2(0) = 0, podemos fixar um dos coeficientes A e B, pois a2(0) = A+B = 0,

a2 = 2iAeiω0t/2 sinGt . (5.49)

Importamos agora essa solução na a equação diferencial para a1,

ȧ1 = 2ΩAe−iω0t/2 sinGt . (5.50)

O integral é

a1(t) =

∫ t

0
2ΩAe−iω0t′/2 sinGt′dt′ = −2A

Ω∗
e−iω0t/2

(
G cosGt+ 1

2 iω0 sinGt
)
. (5.51)

Utilizando a condição de normalização,

1 = |a1|2 + |a2|2 =

∣∣∣∣−
2A

Ω∗
e−iω0t/2

(
G cosGt+ 1

2 iω0 sinGt
)∣∣∣∣

2

+
∣∣∣A2ieiω0t/2 sinGt

∣∣∣
2

(5.52)

=
4A2

|Ω|2
(
G2 cos2Gt+ 1

4ω
2
0 sin2Gt

)
+ 4A2 sin2Gt = 4A2 G

2

|Ω|2 .
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Portanto, A = |Ω|/2G. Em geral, podemos escolher Ω real, e a solução final fica

a1(t) = −e−iω0t/2

(
cosGt+

iω0

2G
sinGt

)
e a2(t) =

iΩ

G
eiω0t/2 sinGt . (5.53)

Quando as energias En são degeneradas, sob a influencia da perturbação, as populações do
sistema oscilam com a frequência de Rabi Ω. Quando as energias são diferentes, a frequência de
oscilação é major, mas a amplitude diminue também. O estado inicialmente vazio nunca alcança
a população 1. Vide Exc. 5.5.3.1.

5.3.3 Método de perturbação dependente do tempo

Agora vamos estudar sistemas com muitos ńıveis.

Na teoria de perturbação dependente do tempo (TPDT) separamos o hamiltoniano em uma
parte estacionaria e uma parte dependente do tempo,3,4

Ĥ(t) = Ĥ(0) + λĤ(1)(t) . (5.54)

Como sempre, esse hamiltoniano satisfaz e equação de Schrödinger,

i~
∂

∂t
|ψ(t)〉 = Ĥ(t)|ψ(t)〉 . (5.55)

Agora fazemos uma transformação unitária para imagem de interação com S(t) = e−iĤ
(0)t/~

substituindo |ψ(t)〉 ≡ S(t)|φ(t)〉 e Ĥ(1)(t) ≡ S(t)Ŵ (t)S−1(t) na equação de Schrödinger. Esse
procedimento remove a parte estacionária,

i~
∂

∂t
|φ(t)〉 = λŴ (t)|φ(t)〉 . (5.56)

Se W também seria independente do tempo, a solução seria simplesmente |φ(t)〉 = e−iŴ t/~|φ(0)〉.
Senão, integramos a equação,

|φ(t)〉 = |φ(0)〉+
λ

i~

∫ t

0
Ŵ (τ)|φ(τ)〉dτ . (5.57)

Substituindo |φ(τ)〉 by |φ(t)〉 iteramos essa equação,

|φ(t)〉 = |φ(0)〉+
λ

i~

∫ t

0
Ŵ (τ1)

(
|φ(0)〉+

λ

i~

∫ τ1

0
Ŵ (τ2)|φ(τ2)〉dτ2

)
dτ1 (5.58)

= |φ(0)〉+
λ

i~

∫ t

0
Ŵ (τ1)dτ1|φ(0)〉+

(
λ

i~

)2 ∫ t

0
Ŵ (τ1)

∫ τ1

0
Ŵ (τ2)|φ(τ2)〉dτ2dτ1〉

=

[∑N

n=1

(
λ

i~

)n ∫ t

0
Ŵ (τ1)

∫ τ1

0
Ŵ (τ2)...

∫ τn−1

0
Ŵ (τn)dτ1dτ2...dτn

]
|φ(0)〉+ o(λN+1) .

3Veja Becker-Sauter II, p.118ff e [14], p.104ff. Um tratamento alternativo se acha em [9], p.191ff ou em
Blochinzew, p.332ff.

4Note, substituindo W por Ĥ(1) a equação (5.56), i~∂t|φ(t)〉 = Ĥ(1)(t)|φ(t)〉, corresponde a uma aproximação
perturbativa de primeira ordem, isto é, os autovalores da perturbação Ĥ(1) são calculados com os autovetores do
sistema não perturbado. Assim, em primeira ordem TPDT podemos substituir W por Ĥ(1).
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Para N = 1, obtemos a primeira ordem da série de perturbação5

|φ(t)〉 =

(
1 +

λ

i~

∫ t

0
Ŵ (τ)dτ

)
|φ(0)〉 . (5.59)

Os estados estacionários do hamiltoniano não-perturbado sejam dados por Ĥ(0)|f〉 = Ef |f〉.
Agora, os estados perturbados são expandidos nessa base, |ψ(t)〉 =

∑
f |f〉af (t). Os coeficientes

da expansão são,

af (t) = 〈f |ψ(t)〉 = 〈f |S(t)|φ(t)〉 (5.60)

= 〈f |S(t)|φ(0)〉+
λ

i~
〈f |S(t)

∫ t

0
Ŵ (τ)|φ(0)〉dτ

= 〈f |ψ(0)〉+
λ

i~
〈f |
∫ t

0
S(τ)Ŵ (τ)S−1(τ)|ψ(0)〉dτ .

Agora, o sistema seja inicialmente no auto-estado |ψ(0)〉 = |i〉. As amplitudes são então,

ai→f (t) = 〈f |i〉+
λ

i~

∫ t

0
eiEf τ/~〈f |Ŵ (τ)|i〉e−iEiτ/~dτ (5.61)

= δif +
λ

i~

∫ t

0
〈f |Ŵ (τ)|i〉eiωif τdτ .

O potencial variável é considerado como uma perturbação, e uma variação do estado do sis-
tema está observada. Como a energia não é conservada, [∂t, Ĥ(t)] 6= 0, a dependência do tempo
não é separável e o sistema troca energia com o potencial. Na teoria de perturbação de primeira
ordem a gente só considera perturbações fracas, i.e. o estado inicial está gradualmente esvazi-
ado, ai→i(dt) ≈ ai→i(0) = 1. Para um estado inicialmente vazio o crescimento é obviamente
considerável. Para i 6= f temos

dai→f (t) = ai→f (dt)− ai→f (0) =
λ

i~
〈f |Ŵ (t)|i〉eiωif tdt . (5.62)

Vide Exc. 5.5.3.2.

5.3.4 Métodos numéricos

As softwares ”Maple”ou ”Matematica”são bem úteis para cálculos anaĺıticos, isto é, multipli-
car matrizes ou determinar autovalores. Para cálculos numéricos a software ”Matlab”é mais
adaptada. Por exemplo, a evolução temporal de uma equação de Schrödinger,

|ψ(t)〉 = e−iĤt/~|ψ(0)〉 , (5.63)

pode ser calculada numa linha só usando a função Matlab ”expm”.
Quando o sistema varia com o tempo, Ĥ(t), podemos dividir o tempo em pequenas unidades

dt e propagar a função de ondo como,

|ψ(t+ dt)〉 = e−iĤ(t)dt/~|ψ(t)〉 ' |ψ(t)〉
(

1− i Ĥ~ dt
)
, (5.64)

5Para as ordens elevados

|φ(t)〉 ≈
[∑N

n=1

(
λ

i~

)n(∫ t

0

Ŵ (τ)dτ

)n]
|φ(0)〉 = T

[
exp

(
λ

i~

∫ t

0

Ŵ (τ)dτ

)]
|φ(0)〉 .
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e reinserir a solução continuamente. Esse método de Newton não converge rapidamente (dt deve
ser escolhido suficientemente pequeno, quando Ĥ(t) varia rapidamente), más existem outros
métodos mais sofisticados como o método de Runge-Kutta.

Uma variação deste método é o método chamado de steepest descent. Este método é similar
ao método de Newton Eq. (5.91), mas substitúı o tempo dt por um tempo imaginário. Com
isso, a evolução temporal coerente da equação de Schrödinger é substitúıda por uma evolução
dissipativa. A perda de energia leva o sistema automaticamente para o estado fundamental. O
método também se aplica para equações mais complicadas do aque a equação de Schrödinger,
por exemplo, a equação de Gross-Pitaevskii 6.

Um outro método numérico frequentemente utilizado na mecânica quântica é o método
chamado de simulações de Monte-Carlo da função de onda. Este método simula trajetórias
de sistemas quânticas tratando o ruido quântico intŕınseco como processos aleatórios afetando
a uniformidade da trajetória. A vantagem do método é que se aplica também para sistemas
dissipativos.7.

5.4 Transições

5.4.1 Taxas de transições

Para começar, consideramos uma perturbação Ŵ constante subitamente ligada em t = 0. Na
imagem de Schrödinger podemos escrever

ai→f (t) = δif +
λ

i~
〈f |W |i〉

∫ t

0
eiωif τdτ = δif +

λ

i~
〈f |W |i〉1− e

iωif t

iωif
. (5.65)

Obtemos para i 6= f ,

|ai→f (t)|2 =
λ2

~2
|〈f |W |i〉|2 sin2(ωif t/2)

(ωfi/2)2
. (5.66)

Assim8

d

dt
|ai→f (t)|2 =

λ2

~2
|〈f |W |i〉|2 sinωfit

ωfi/2
=

2πλ2

~2
|〈f |W |i〉|2δ(ωf − ωi) , (5.67)

para t→∞ utilizando sinxt
x =

∫ t
−t e

ixtdt
t→∞−→ 2πδ(x).

A generalização dessa taxa de transições para todas ordens de perturbação é

1

τ
=

2πλ2

~2

∑
f

∣∣∣∣〈f |W |i〉+
λ

~
∑

l

〈f |W |l〉〈l|W |i〉
ωi − ωl

+ ... (5.68)

+
λn

~n
∑

l1,...,ln−1

〈f |W |l1〉〈l1|...|ln−1〉〈ln−1|W |i〉
(ωi − ωl1) ...

(
ωi − ωln−1

)
∣∣∣∣∣

2

δ(ωif ) ,

onde vários canais de decaimento f tenham sido considerados. Vide Exc. 5.5.4.1.
Em pratica, muitas vezes as mudanças que fazemos num sistema são lentes e os tempos das

observações são longos, pois as frequências das transições são altas ωfi/2π ' THz. Uma analise
temporal de |ai→f (t)|2 para tempos intermediários mostre, que para variações lentas, γ � ωfi,
o sistema se aproxima adiabaticamente da situação final. Para γ ' ωfi, o sistema recebe um
choque e exibe transientes oscilantes. Para γ > ωfi, observamos oscilações violentas com a
amplitude máxima.

6Vide a apostila do curso Optica Atômica do mesmo autor.
7Vide a apostila do curso Interação da luz com a matéria do mesmo autor.
8Utilizamos as regras trigonométricas sinx = 2 sin x

2
cos x

2
e sin2 x = 1

2
− 1

2
cos 2x.
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Figura 5.1: Visualização gráfica das várias ordens de transições.

5.4.2 Perturbações periódicas

Consideramos, agora, o caso de uma perturbação oscilatória, por exemplo um campo eletro-
magnético. Em prinćıpio, o conhecimento das resposta do sistema para perturbações periódicas
nós permite tratar perturbações arbitrárias, pois podemos expandir-lhes em séries de Fourier.
Tratamos primeiro transições entre ńıveis discretos, antes de considerar estados incorporados
em cont́ınuos,

Ŵ (t) =

{
0 para t < 0

2Ŵ0 cosωt para t ≥ 0
. (5.69)

A taxa de transição fica

ai→f (t) =
〈f |Ŵ0|i〉

i~

∫ t

0
2eiωfiτ cosωtdτ =

〈f |Ŵ0|i〉
i~

[
ei(ωfi+ω)t − 1

i(ωfi + ω)
+
ei(ωfi−ω)t − 1

i(ωfi − ω)

]
. (5.70)

O primeiro termo sendo pequeno, desprezamos ele na aproximação da onda rotativa (rotating
wave approximation, RWA). Obtemos,

|ai→f (t)|2 =
|〈f |Ŵ0|i〉|2

~2

sin2 1
2(ωfi − ω)t

1
4(ωfi − ω)2

. (5.71)

Isso é o mesmo resultado como na formula de Rabi (5.78), só que a diferencia de energia entre os
estados ωfi é deslocada pela frequência da perturbação ω. A quantidade ∆fi ≡ ω−ωfi se chama
dessintonia. A taxa de transição é máxima quando tem ressonância, isto é ∆fi = 0. Neste caso,

|ai→f (t)|2 −→ |〈f |Ŵ0|i〉|2
~2

t2 . (5.72)

Isso pode ser visto, expandindo o numerador numa serie de Taylor para pequenos (ωfi − ω)t.
Note, que a probabilidade excede 1 para tempos longos, o que não pode ocorrer. De fato, a

restrição para a primeira ordem na expansão de Taylor utilizada na derivação na última equação
deixe de ser válida para tempos longos, quando (ωfi − ω)t > 1, e precisamos tomar em conta
ordens superiores.

5.4.2.1 Transições para ńıveis continuas

Quando o estado final fica dentro de um cont́ınuo, a formula (5.71) deve ser generalizada. Com
a densidade dos estados escrita na forma ρ(E), onde ρ(E)dE é o número de estados encontrados
no intervalo de energias entre E e E + dE, a probabilidade de transição é

Pi→F (t) =

∫ Emax

Emin

|ai→f (t)|2ρ(Ef )dEf , (5.73)
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onde E ∈ [Emin, Emax] é o regime de energias alcançável pela perturbação. Agora,

Pi→F (t) =

∫ Emax

Emin

|〈f |Ŵ0|i〉|2
~2

sin2 1
2~(Ef − Ei)t

1
4~2 (Ef − Ei)2

ρ(Ef )dEf . (5.74)

Com a substituição x ≡ (Ef − Ei)/2~ escrevemos,

Pi→F (t) =

∫ xmax

xmin

|〈f |Ŵ0|i〉|2t2
~2

sin2 xt

(xt)2
ρ(x)dx . (5.75)

Utilizando a representação da função δ, δ(x) = lim
n→∞

t
π sinc2nx, obtemos,

Pi→F (t) =

∫ xmax

xmin

|〈f |Ŵ0|i〉|2t2
~2

π

t
δ(x)ρ(x)dx =

π|〈f |Ŵ0|i〉|2t
~2

ρ(x = 0) . (5.76)

A taxa de transição é,
dPi→F (t)

dt
=
π|〈f |Ŵ0|i〉|2

~2
ρ(

Ef
~ = Ei

~ ) , (5.77)

ou,
dPi→F
dt

=
2π

~
|〈f |Ŵ0|i〉|2δ(Ef − Ei) . (5.78)

Essa expressão se chama regra de ouro de Fermi. Vide Exc. 5.5.4.2.

5.4.2.2 Distribuição continua de frequências

Para derivar a Eq. (5.71), consideramos perturbações com frequências de oscilação fixa. Para
tratar distribuições de frequências %(ω), devemos generalizar esta equação calculando o integral

|ai→f (t)|2 =
|〈f |Ŵ0|i〉|2

~2

∫
%(ω)

sin2 1
2(ωfi − ω)t

(ωfi − ω)2
dω (5.79)

' |〈f |Ŵ0|i〉|2
2~2

t%(ωfi)

∫ ∞

−∞
sinc2xdx =

π

2~2
t|〈f |Ŵ0|i〉|2%(ωfi) .

A aproximação %(ω) = %(ωfi) pode ser feita, se a largura da função sinc é muito mais fina do que
a distribuição de frequência, o que é o caso para tempos suficientemente longos, t� π/2∆fi.

A força da transição depende da forma da perturbação Ŵ e do jeito como ela acopla aos
estados que ela está conectando. Na aproximação dipolar, que vale quando λ� aB, a transição
elétrica dipolar (notação E1) é descrita por,

Ŵ = −er̂ · E = −er̂ · E0 cosωt , (5.80)

mas também existem a transição quadrupolar (notação E2) e transições de ordem superior.
Veremos depois, que transições espontâneas só acontecem por radiação dipolar. A matriz Dfi ≡
〈f |er̂|i〉 se chama matriz de transição dipolar. Escolhendo uma polarização linear da luz como
E0 = Ez0êz, é suficiente calcular a projeção do momento dipolar sobre o eixo z escrevendo
ẑ = r̂ cos θ, a matriz para uma transição |nilimi〉 → |nf lfmf 〉 pode ser calculada por

Dz
nf ,lf ,mf ;ni,li,mi

= e

∫
Rnf lfYlfmf r̂RniliYlimid

3r (5.81)

= e

∫ ∞

0
Rnlr

3Rn′l′dr

∫ π

0
Pml P

m′
l′ cos θ sin θdθ

∫ 2π

0
ei(m−m

′)φdφ ,
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O segundo integral desaparece, senão l− l′ = ±1. O terceiro integral desaparece, senão m−m′ =
0,±1.

A taxa de absorção de um campo de luz é,

Ri→f ≡ 1
3 Ṗi→f , (5.82)

porque o vetor E pode ter qualquer polarização, mas só polarizações em direção da oscilação
do momento dipolar contribuem. O resultado (5.79) é simétrico sobre intercâmbio dos estados
iniciais e finais. Portanto, a taxa para o processo de emissão induzida de luz é a mesma,

Rf→i = Ri→f =
π

6~2
E2

0 |Dfi|2%(ωfi) . (5.83)

5.4.3 Radiação do corpo negro

Fazemos, agora, um passa por traz e calculamos a densidade dos estados de radiação numa caixa
cúbica. A equação de onda para a radiação pode ser derivada dos equações de Maxwell da teoria
eletromagnética, (c−2∂2/∂t2 − k2)E = 0. Para resolver essa equação inserimos o ansatz

E ∝ sin(nxπx/L) sin(nyπy/L) sin(nzπz/L) , (5.84)

para obter
n2
x + n2

y + n2
z = 4L2/λ2 . (5.85)

O numero dos estados que podem ser colocados dentro de um raio de L/λ é

N =

∫ π

0

∫ 2π

0

∫ L/λ

0
dnxdnydnz =

∫ L/λ

0
4πn2dn =

4πL3

3λ3
=
L3ω3

6π2c3
. (5.86)

Esse numero deve ser multiplicado com dois por causa da degenerescência das polarizações. Isso
nos dá finalmente a densidade dos estados (normalizada pelo volume da caixa cúbica),

%(ω) =
dN

L3dω
=

ω2

π2c3
. (5.87)

Na f́ısica clássica, os estados são povoados seguinte a distribuição de Boltzmann, pbm(E) =
e−E/kBT

kBT
. Em temperaturas baixas, estados com energia menor são favorecidos. O primeiro

momento dessa distribuição é a energia média Ē = kBT seguinte a lei de equipartição9,10. A

9Classicamente, cada modo tem a mesma probabilidade.
10Para derivar a formula de Planck, consideramos estados térmicos, pn = e−En/kBT∑

n e
−En/kBT , com a abreviação

U ≡ e−~ω/kBT usando a regra
∑∞
n=0 U

n = (1− U)−1 achamos o numero médio

n̄ =
∑

n
npn = (1− U)

∑
n
nUn = (1− U)U

∂

∂U

∑
n

Un =
U

1− U =
1

e~ω/kBT − 1
.

A energia média é, com a hipótese que a energia é quantizada, En = n~ω,

Ē =
∑
n

Enpn =
∑
n

n~ωe−n~ω/kBT =
~ω

e~ω/kBT − 1
.

A probabilidade de ocupação do estado n é

pn = (1− U)Un =
n̄n

(1 + n̄)1+n
.
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distribuição dos estados multiplicado com a energia média dá a lei de Rayleigh-Jeans,

J (ω) = Ē%(ν) =
ω2

π2c3
kBT . (5.88)

O problema dessa lei é que ela prevê uma catástrofe UV. Isso motivou Planck tentar outra
formula,

J (ω) =
ω2

π2c3

~ω
e~ω/kBT − 1

. (5.89)
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Figura 5.2: Curvas de Rayleigh-Jeans e de Einstein.

5.4.4 Probabilidades de transições de Einstein

Considerando o problema da transferência de energia entre o campo eletromagnético e uma
amostra de átomos em equiĺıbrio térmico, Einstein chegou á conclusão que a regra de ouro de
Fermi descreve corretamente a absorção mas não contem todas contribuições a emissão.

Como E2 ∝ I, a perturbação é proporcional á intensidade e a densidade de energia de
radiação monocromática. Esta é

u(ω) = 1
2ε0E2

0 (ω) . (5.90)

Para radiação não monocromática, precisamos multiplicar isso com a densidade dos estados ρ(ω)
para obter a densidade espectral de energia,

J (ω) = u(ω)%(ω) . (5.91)

Podemos utilizar essa densidade espectral de energia para reescrever as taxas de absorção e
emissão (5.83),

Rf→i =
π

6~2

J (ωfi)
1
2ε0E2

0

E2
0 |Dfi|2 = Ri→f =

π

3~2ε0
J (ωfi)|Dfi|2 , (5.92)

onde J é dado pela formula de Planck (5.89).
Até agora, estamos assumindo, que as populações dos estados estão inicialmente Ni = Nf =

1. Mas isso não é verdade, pois a população dos ńıveis de energia de um sistema em equiĺıbrio
térmico é dada pela lei de Boltzmann,

Ni > Nf = Nie
−~ωfi/kBT . (5.93)

Sabemos como a luz pode induzir transições para cima ou para baixo. Mas o que acontece com
átomos excitados sem luz injetada? Seguindo o raciocino de Einstein, supomos que dentro de
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um corpo negro tem átomos em dois estados posśıveis i e k (seja Ei < Ef ) em equiĺıbrio térmico
com a radiação. A taxa de absorção i −→ f é proporcional á população inicial Ni e a densidade
de energia espectral J ,

Ri→f = BifNiJ (ωfi) , (5.94)

onde Bif é uma constante, que depende das particularidades da transição atômica. A taxa de
emissão induzida é

Rf→i = BfiNfJ (ωfi) , (5.95)

onde Bfi = Bif . Como no equiĺıbrio térmico Nf e Ni são relacionados pela lei de Boltzmann
(5.93), para garantir uma situação estacionaria, devemos postular um processo de emissão es-
pontânea, Sf→i, que não depende do campo da luz. Assim,

Ri→f = Rf→i + Sf→i (5.96)

BifNiJ (ωfi) = BfiNfJ (ωfi) +AfiNf .

Portanto,

J (ωfi) =
Afi
Bfi

Nf

Ni −Nf
=
Afi
Bfi

1

e~ωfi/kBT − 1
. (5.97)

Essa formula podemos agora comparar com a formula (5.89) e determinar os coeficientes de
Einstein,

Afi
Bfi

=
~ω3

fi

π2c3
. (5.98)

A taxa de emissão espontânea está agora,

Sf→i = AfiNf =
~ω3

fi

π2c3
BifNf =

~ω3
fi

π2c3

Ri→f
J (ωfi)

=
ω3
fi

3πε0~c3
|Dfi|2 . (5.99)

5.4.5 Largura natural de uma transição

Seja Γ ≡ ∑
i Sf→i a taxa de decaimento espontâneo do estado f . Isso significa, que a sua

população vai diminuindo,

Ṅf = −ΓNf . (5.100)

Como Nf = 〈ψf |ψf 〉, temos |ψf (t)〉 = |ψf (0)〉eiωfit−Γt/2. A transformada de Fourier é,

|ξ(ω)〉 =
1√
2π

∫ ∞

0
|ψf (t)〉e−iωtdt =

1√
2π

∫ ∞

0
eiωfit−iωt−Γt/2dt|ψ0(t)〉 (5.101)

=
1√
2π

lim
t→∞

ei(ωfi−ω)t−Γt/2 − 1

i(ωfi − ω)− Γ/2
|ψ0(t)〉 =

1√
2π

1

i(ω − ωfi) + Γ/2
|ψ0(t)〉 .

O espectro,

|ξ(ω)|2 =
1

2π

1

(ω − ωfi)2 − Γ2/4
, (5.102)

é uma distribuição de Lorentz. Note, que a largura natural pode ser escondida por efeitos de
alargamento de linha, como o efeito Doppler ou colisões entre átomos.
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5.5 Exerćıcios

5.5.1 Perturbações estacionárias

5.5.1.1 Ex: Perturbação

Demonstre que o produto escalar 〈ψ(0)
n |ψ(1)

n 〉 (da correção de primeira ordem ao estado do sistema
”perturbado”com o n-ésimo estado do hamiltoniano livre), anula-se quando impomos que o

estado ”perturbado”|ψ(λ)〉 seja normalizado e que o produto 〈ψ(0)
n |ψ(λ)〉 seja real.11

5.5.1.2 Ex: Perturbação de sistema de dois ńıveis

Consideramos um sistema de dois ńıveis. Sem perturbação o sistema teria o hamiltoniano H(0),

as autoenergias E
(0)
1,2 e as autofunções ψ

(0)
1,2. Agora ligamos uma perturbação estacionária da

forma H(1) = ε(|1〉〈2|+ |2〉〈1|).
a. Calcule as autoenergias resolvendo diretamente a equação de Schrödinger perturbada.
b. Calcule as energias perturbadas usando TPIT e compare com o cálculo exato das autoenergias.
c. Calcule os autoestados resolvendo diretamente a equação de Schrödinger perturbada.
d. Calcule os estados perturbados usando TPIT e compare com o cálculo exato das autofunções.

5.5.1.3 Ex: Efeito Stark

Considere um oscilador harmônico carregado, imerso num campo elétrico uniforme E , descrito
pelo hamiltoniano H(1) = H + eEx, sendo H = p2/2m+mω2x2/2 o hamiltoniano do oscilador
unidimensional livre, e e a carga do oscilador.
a. Obtenha, via TPIT, as auto-energias (correções de primeira a segunda ordem). Compare os
resultados obtidos via TPIT com os anaĺıticos.12

b. Mesma coisa com uma perturbação da forma ρmω2x2/2.
c. Mesma coisa com uma perturbação σ~ωx3.

5.5.1.4 Ex: Elétron na caixa

Considere um elétron numa ”caixa unidimensional”, isto é, num poço no intervalo x ∈ [0, a]
delimitado por paredes infinitos. Quando um campo uniforme E é ligado também na direção
x, o elétron experimenta uma força igual a −eE , sendo −e a carga do elétron, de forma que a
energia potencial no interior da caixa torna-se eEx.
a. Qual a energia do estado fundamental do elétron (em aproximação de primeira ordem)?
Podemos assumir que eEa seja muito menor que a energia do estado fundamental do elétron na
caixa, na ausência do campo elétrico.
b. Utilize a TPID em primeira ordem para obter uma aproximação para a função de onda do
estado fundamental, calculando o primeiro termo da correção.

5.5.1.5 Ex: Poço unidimensional

Considere um poço de potencial unidimensional entre −L/2 e L/2 com paredes infinitos. No
centro do poço seja uma pequena perturbação

H(1) =

{
ε para −a2 ≤ x ≤ a

2
0 fora dessa região .

11Veja [5], Cap XI, A-2.
12Veja [5], Complemento A XI.
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Calcule a correção para a energia em primeira ordem.

5.5.1.6 Ex: Perturbação

Calcule a correção de primeira ordem para a energia de estados duplamente degenerados.

5.5.1.7 Ex: Perturbação

Seja uma part́ıcula confinada á um poço cúbico tri-dimensional e infinito, descrito pela energia
potencial V (x, y, z) = 0 para 0 < x < a, 0 < y < a e 0 < z < a e V (x, y, z) = ∞ além da

região acima definida. Sabemos que os estados estacionários da part́ıcula são Ψ
(0)
nx,ny ,nz(x, y, z) =(

2
a

)3/2
sin
(
nxπ
a x
)

sin
(nyπ

a y
)

sin
(
nzπ
a z
)
, sendo nx, ny, nz inteiros positivos. As energias associ-

adas são E
(0)
nx,ny ,nz = π2~2

2ma2
(n2
x + n2

y + n2
z). Note que o estado fundamental não é degenerado

enquanto o primeiro estado excitado é três vezes degenerado. Considere que a part́ıcula nesta
caixa seja submetida a uma perturbação da forma H(1) = V0 para 0 < x < a/2 e 0 < y < a/2 e
H(1) = 0 além da região acima definida.
a. Obtenha a correção de primeira ordem da energia do estado fundamental.
b. Obtenha a correção de primeira ordem para a energia (degenerada) do primeiro estado exci-
tado, além da base ótima (que decorre das combinações lineares dos estados degenerados) que
mais se aproxima dos estados perturbados.

5.5.2 Método variacional

5.5.2.1 Ex: Método variacional

Obtenha, através do método variacional, a energia do estado fundamental do oscilador harmônico
unidimensional, descrito pelo hamiltoniano H = − ~2

2m
d2

dx2
+ 1

2mω
2x2, e a correspondente função

de onda, a partir das funções tentativas
a. ψ(x) = Ae−αx

2
sendo α uma constante;

b. ψ(x) = A/(x2 + β2) sendo β uma constante;
c. ψ(x) = A cos(πx/a) entre os limites ±a/2 sendo a uma constante.

5.5.2.2 Ex: Átomo de hidrogênio

Consideramos o efeito da massa finita do núcleo do átomo de hidrogênio. Para isso, calculamos
a energia do estado fundamental utilizando o hamiltoniano exato, mais uma base de funções de
onda assumindo um núcleo infinitivamente pesado.

5.5.3 Perturbações temporais

5.5.3.1 Ex: Perturbação

A população seja inicialmente no estado |1〉. Qual deve ser a duração da perturbação para deixar
um sistema degenerado no estado |2〉?

5.5.3.2 Ex: Oscilador harmônico

Considere o oscilador harmônico (OH) unidimensional inicialmente preparado (t = −∞) no
estado fundamental |0〉 do hamiltoniano não perturbado H(0) = ~ωâ†â, tal que H(0)|n〉 = En|n〉
com En = n~ω.
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a. Através da expressão, af (t) ≈ 1
i~
∫ tf
ti
Wfie

iωfitdt, e do hamiltoniano perturbativo W (t) =

−eExe−t2/τ2 (x é o operador posição do OH), aplicado entre t = −∞ e t = +∞, calcule a
probabilidade de que o sistema esteja no estado excitado |n〉, especificando n, em t = +∞.
Analise o resultado.
b. Faça o mesmo para uma perturbação da forma W (t) = Λx2e−t

2/τ2 .

5.5.4 Transições

5.5.4.1 Ex: Transição

Como primeiro exemplo consideramos uma variação lenta,

Ŵ (t) =

{
0 para t < 0

W0(1− e−γt) para t ≥ 0
,

com γ � ωfi. Calcule a taxa de transição para tempos longos, t� γ−1.

5.5.4.2 Ex: Efeito fotoelétrico

Um átomo de hidrogênio no estado fundamental 1s é colocado num campo elétrico ~E(t) =
~E0 sinωt, tal que W (t) = −e~r · ~E(t) = V e−iωt+V †eiωt, com V = er · ~E0/(2i). Encontre, via regra
de ouro de Fermi,

R =
2π

~
|〈f |W (t)| i〉|2 δ(Ef − Ei ∓ ~ω) ,

utilizando a densidade de estados ρ(k)dEk = (L/2π)3k2dkdΩ, a probabilidade por unidade de
tempo para que o átomo seja ionizado, excitando-se do estado fundamental ψ100 = e−r/aB/(πa3

B)1/2

para o estado descrito pela onda plana ψk = e−ik·r/L3/2.



Caṕıtulo 6

Átomos com spin em campos
externos

6.1 Estrutura fina e hiperfina

Já vimos que as energias do átomo de hidrogênio preditos pelo modelo de Bohr coincidem
com as soluções da equação de Schrödinger. As frequências das transições foram verificadas
experimentalmente. No entanto, quando fazemos experiências de alta resolução, observamos
uma estrutura fina das linhas espectrais, que não são previstos pela teoria. Isso sugere, que
existem efeitos adicionais fracos, que não afetam fortemente a posição das linhas espectrais, mas
levantam a degenerescência energética a respeito do número quântico orbital l: E = En,l.

De um lado, temos o deslocamento de Lamb, do outro lado, o spin dos elétrons interage com
o momento angular orbital. Esses efeitos seguem da generalização da equação de Schrödinger
para part́ıculas relativ́ısticas, isto é, a equação de Dirac. No entanto, discutiremos os efeitos
separadamente no âmbito da equação de Schrödinger, que já conhecemos bem.

6.1.1 Acoplamento spin-órbita

6.1.1.1 Momento dipolar do momento angular

A questão é, qual é o grau de liberdade responsável para abolição da degenerescência no espectro
da energia, como esse grau de liberdade interage com os outros e qual é nova a observável que
possa formar com as observáveis já conhecidas {Ĥ, L̂2, L̂z} um CCOC? As experiências de Stern-
Gerlach já sugeriam que o spin do elétron deve ter algo a ver com isso. Sabemos, que o spin
responde á campos magnéticos. Do outro lado, a órbita do elétron em torno do núcleo produz
uma corrente que pode gerar um campo magnético com o qual o spin pode interagir.1

O movimento rotacional de uma carga, −e, cria uma corrente I, correspondendo à uma
densidade de corrente,

j(r′) = Iêφδ(r − r′)δ(z′) = −e v

2πr
δ(r − r′)δ(z′) . (6.1)

O momento dipolar causado por um movimento circular de um elétron é,

~µl =
1

2

∫

V
r× j(r′)d3r′ =

1

4π
r×

∫ 2π

0
dφ′
∫ ∞

−∞
dz′
∫ ∞

0
r′dr′

−ev
r
δ(r − r′)δ(z′) (6.2)

= −1
2 er× v =

−e
2me

l ,

1O spin do elétron não gera campo magnético, em contraste com o seu momento angular. Ele só interage com
o meio ambiente através do requerimento da simetrização por ser um fermion.
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com o momento angular l = r×mev. O quociente γe ≡ −e/2me se chama razão giromagnética do
elétron. Frequentemente usamos o magneton de Bohr, µB ≡ ~e/2me, que representa a unidade
elementária do spin,

~µl = −µB
~
gll , (6.3)

onde gl ≡ µl/l = 1 é um fator tomando em conta correções posśıveis entre a derivação clássica
e a mecânica quântica.

6.1.1.2 Momento dipolar do spin

Do mesmo jeito, podeŕıamos pensar que o spin do elétron dá origem á um momento angular.
No entanto, prova-se que a derivação correta baseada na equação relativ́ıstica de Dirac dá um
fator-g, gs ≡ µs/s = 2.002319314..,2

~µs =
−e
2me

gss = −µB
~
gss . (6.4)

No mesmo tempo, dentro do sistema de repouso do elétron sendo na posição x = 0, é o
próton que orbita assim criando uma corrente, −j(r′). Essa corrente gera um campo magnético,
que seguinte a lei de Biot-Savart é,

A(x) =
µ0

4π

∫

V

−j(r′)d3r′

|x− r′| , (6.5)

B(x) = ∇x ×A(x) =
µ0

4π

∫

V

(x− r′)× j(r′)
|x− r′|3 d3r′ (6.6)

= −µ0

4π

∫ ∞

−∞
dz′
∫ ∞

0
r′dr′

∫ 2π

0
dφ

(x− r′)× v

|x− r′|3
e

2πr
δ(r − r′)δ(z′) =

eµ0

4π

(x− r)× v

|x− r|3 ,

substituindo a expressão (6.1). Com a expressão para o potencial de Coulomb entre o elétron e
o próton e sua derivada radial,

Vcl(r) =
−e2

4πε0r
,

1

r

dVcl(r)

dr
=

e2

4πε0r3
, (6.7)

temos na posição do elétron,

B(0) =
eµ0

4π

−r× v

r3
= −ε0µ0

e

r× v

r

dVcl(r)

dr
= − 1

ec2

r× v

r

dVcl(r)

dr
= − 1

emec2r

dVcl(r)

dr
l =

me

e
ξ(r)l ,

(6.8)
com a abreviação, ξ(r) ≡ −1

m2
erc

2
dVcl
dr . O vantagem da introdução do potencial Vcl é, que essa

expressão também vale para átomos mais complicados com muitos elétrons, onde o potencial
pode desviar consideravelmente do potencial coulombiano.3 Note, que o campo magnético é
muito forte, B ' ξ(aB)~/µB ≈ 5 T.

2Esse termo, chamado de precessão de Thomas é devido ao acoplamento do spin ás flutuações do vácuo
eletromagnético.

3Seguinte a lei de Faraday (segunda equação de Maxwell − ∂B
∂t

= ∇× ê)

B = − v

c2
× ê =

1

ec2
v ×∇Vcl =

1

ec2
v × dVcl(r)

rdr
r . (6.9)
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6.1.1.3 Acoplamento

Agora, o elétron está orbitando através de um campo magnético. A energia entre esse campo
magnético e o momento dipolar devido ao spin é,

Vls = −~µs ·B = −me

e
ξ(r)~µs · l = −me

e

−e
2me

geξ(r)s · l = ξ(r)s · l , (6.10)

substituindo as formulas (6.8) e (6.4). A grandeza

α ≡ e2

4πε0~c
(6.11)

é a constante da estrutura fina.
Para o hidrogênio,

ξ(r) =
Ze2

8πε0m2
ec

2r3
=

Z~α
2m2

ecr
3
, (6.12)

a ordem de grandeza da estrutura fina pode ser estimada, colocando r = aB na energia
Vls ' ξ(aB)~2 ≈ 3.6 · 10−4 eV, o que é muito menor do que a energia do estado fundamen-
tal, E0 ≈ 13.6 eV. Em prinćıpio, deveŕıamos solver de novo a equação de Schrödinger incluindo
a energia Vls. Mas como esse termo é pequeno, é muito mais fácil considerar essa energia como
perturbação, e calcular ele utilizando as funções de onda não perturbadas,

∆Els = 〈n, l, s,ml,ms|Vls|n, l, s,ml,ms〉 = 〈n, l|ξ(r)|n, l〉〈l, s,ml,ms|s · l|l, s,ml,ms〉 . (6.13)

A parte radial fica [15],

〈nl|ξ(r)|nl〉 =
Z~α
2m2

ec

Z3

n3a3
Bl(l + 1/2)(l + 1)

, (6.14)

A parte angular é,

s · l =
1

2
(j2 − s2 − l2) . (6.15)

Como os spins precessam um em torno do outro, lz e sz não são bons observáveis, a base não
acoplada não é adaptada. Mas s2, l2 e j2 são bons observáveis. Na base acoplada {n, (l, s)j,mj}

〈n, (l, s)j,mj |s · l|n, (l, s)j,mj〉 =
~2

2
[j(j + 1)− l(l + 1)− s(s+ 1)] . (6.16)

Com a abreviação ζnl ≡ ~2
2 〈ξnl(r)〉, como j = l ± 1/2, achamos que cada ńıvel se desdobra

em dois ńıveis com as energias Enl + lζnl com a degenerescência 2l + 2 e Enl − (l + 1)ζnl com a
degenerescência 2l,

∆Els =
mec

2

4
(Zα)4 j(j + 1)− l(l + 1)− 3/4

n3l(l + 1/2)(l + 1)
. (6.17)

Note, que o acoplamento l·s leva a degenerescência de l, mas não de lz (vide Fig. 6.1). Ref. 6.3.1.1,
??, 6.3.1.2 e ??.

6.1.1.4 Acoplamento L · S para muitos elétrons

Um dos sistemas de acoplamentos mais comuns é, que todos momentos angular dos elétrons
se acoplam para um momento angular total, L =

∑
k lk, antes de se acoplar com o spin total,

S =
∑

k sk, para formar o momento total, J = L + S. Designamos momentos totais por letras
maiúsculas.
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Figura 6.1: Nı́veis do hidrogênio.

6.1.2 Correções relativ́ısticas

Podemos estimar as correções relativ́ısticas utilizando a expansão da energia cinética até a
segunda ordem [11],

T̂ =
√
p2c2 +m2

0c
4 −m0c

2 ' p2

2m
− p4

8m3
0c

2
. (6.18)

Tratamos o segundo termo como uma perturbação, integrando com as funções de onda não
perturbadas,

∆Erel = 〈n, l| − ~4

8m3
0c

2
∇4|n, l〉 = −mc

2

2
(Zα)4

[
1

n3(l + 1/2)
− 3

4n4

]
. (6.19)

Combinando as correções LS e relativ́ısticas, obtemos,

∆Efs = ∆Els + ∆Erel = −mc
2

2
(Zα)4

[
1

n3(j + 1/2)
− 3

4n4

]
. (6.20)

Isto é, os ńıveis são agora degenerados em j (vide Fig. 6.1)4. Obviamente os ńıveis mais afetadas
pelas correções relativ́ısticas são aqueles com baixos valores de n e l.

6.1.3 Deslocamento de Lamb

O origem do deslocamento de Lamb é na eletrodinâmica quântica. Podemos imaginar a força
de Coulomb come sendo mediata por um intercâmbio continuo de fótons virtuais. Mas cada
carga também emite e reabsorve continuamente fótons virtuais, como resultado que a posição
do elétron está manchada numa região de 0.1 fm. Isso reduz a sobreposição entre as órbitas
eletrônicas e o núcleo. Por isso, o deslocamento de Lamb faz correções que são mais forte para
pequenos n é pequenos l. Por exemplo no hidrogênio, o ńıvel 2p1/2 é 4.4 · 10−6 eV = 1 GHz
embaixo do 2s1/2 (vide Fig. 6.1).

6.1.4 Acoplamento ao spin do núcleo

O núcleo também pode ter um momento angular interagindo com o momento angular dos
elétrons. No entanto, o momento depende inversamente das massas. Isto é, o momento angular

4É interessante, que o tratamento quântico aqui mostrado, incluindo as correções relativ́ısticas, por acaso
coincide com as correções de Arnold Johannes Wilhelm Sommerfeld,

En,j = En

[
1 +

α2

n

(
1

j + 1/2
− 3

4n

)]
.
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do núcleo é µK/µB = me/mp ' 10−3 vezes menor, onde µK = ~e/2mp está o magneton do
núcleo. Por isso, podemos supor, que a interação entre o núcleo e os átomos não vai mexer
com o acoplamento L · S. O spin do núcleo se orientará ao momento total dos elétrons J. No
entanto, essa interação terá a capacidade de quebrar a degenerescência do hidrogênio, mesmo se
o desdobramento será hiperfino. A ordem de grandeza do desdobramento hiperfino é 10−6 eV.

Seja B̄0 o campo magnético médio gerado pelos elétrons na posição do núcleo em direção do
momento J,

B0 = B̄0
Ĵ

~J
, (6.21)

em analogia com a Eq. (6.9). A energia hiperfina fica então,

Vhfs = −~µI ·B0 . (6.22)

Analogicamente com a equação (6.4), escrevemos o momento dipolar do núcleo,

~µI =
e

2mp
gpI =

µK
~
gpI , (6.23)

com gp ≡ µI/I é, mais uma vez, um fator tomando em conta correções posśıveis entre a derivação
clássica e a mecânica quântica. Assim, a energia fica

Vhfs = −µK
~
gpI · B̄0

Ĵ

~J
=
A

~2
Ĵ · Î , (6.24)

com o fator de intervalo A ≡ −µKgpB̄0

J . O momento angular total dos elétrons se acopla com o
momento do núcleo,

F = J + I . (6.25)

Agora

J · I =
1

2
(F2 − I2 − J2) . (6.26)

Como os spins precessam um em torno do outro, Jz e Iz não são boas observáveis, a base
não acoplada não é adaptada. Mas I2, J2 e F2 são boas observáveis. Na base acoplada
{n, ((L, S)J, I)F,mF }

〈n, ((L, S)J, I)F,mF |J · I|n, ((L, S)J, I)F,mF 〉 = F (F + 1)− J(J + 1)− I(I + 1) . (6.27)

Assim achamos as energias da interação hiperfina

∆Ehfs =
A

2
[F (F + 1)− J(J + 1)− I(I + 1)] . (6.28)

Note, que o acoplamento J · I quebra a degenerescência de J no átomo de hidrogênio, mas não
de Jz. Podemos derivar a seguinte regra de intervalo,

∆EF+1 −∆EF = A(F + 1) . (6.29)

Além da interação magnética entre os momentos angulares do núcleo e da camada eletrônica
existe uma interação entre o núcleo, quando não é esfericamente simétrico e a camada eletrônica.
Está interação causa desvios da regra de intervalo e um desdobramento adicional dos estados
hiperfinos. Vide Exc. 6.3.1.3 e 6.3.1.4.
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6.2 Interação com campos externos

6.2.1 Efeito Zeeman da estrutura fina

6.2.1.1 Efeito Zeeman normal

Os momentos dipolares dos átomos podem interagir com campos magnéticos externos B = Bz êz.
A interação leva á um deslocamento dos ńıveis, que depende do número quântico magnético.
Assim, a última degenerescência na estrutura energética do átomo está quebrada. Isso se chama
desdobramento Zeeman. Para um átomo sem spin (dois elétrons podem acoplar os seus spins
para um estado singleto) e sem estrutura hiperfina (ou uma estrutura hiperfina não resolvida),
o potencial da interação é,

Vzee(B) = −~µL ·B = −µB
~
gLL̂ ·B = −µB

~
LzBz . (6.30)

As energias são portanto,

∆Ezee(B) = −µB
~
Bz〈n,L,mL|L̂z|n,L,mL〉 = −µBmLBz . (6.31)

Vide Exc. 6.3.2.1 e 6.3.2.2.

6.2.1.2 Efeito Zeeman anormal

O efeito Zeeman anormal ocorre quando o conjunto dos elétrons tem um spin. Utilizando as
expressões já conhecidas para os momentos dipolares do momento orbital e do spin do elétron,
obtemos para o momento magnético dipolar,

~µJ = ~µL + ~µS =
µB
~
gLL +

µB
~
gSS =

µB
~

(L + 2S) . (6.32)

Podemos ver que o momento dipolar do átomo não é paralelo ao momento total, J = L + S.
Quando o campo magnético é fraco, Vls � Vzee(B), o momento total J será a boa observável.

Portanto, devemos primeiro projetar os momentos L e S sobre J, antes de projetar o resultado
sobre o campo B,

L −→
(

L · J

|J|

)
J

|J| −→
(

L · J

|J|

)
J

|J| ·B (6.33)

e S −→
(

S · J

|J|

)
J

|J| −→
(

S · J

|J|

)
J

|J| ·B .

O potencial fica

Vzee(B) = −~µJ ·B = −µB
~

(L + 2S) ·B = −µB
~

[(
L · J

|J|

)
J

|J| ·B + 2

(
S · J

|J|

)
J

|J| ·B
]

= − µB
~|J|2 [L · J + 2S · J] J ·B = − µB

~|J|2
1

2

[
J2 + L2 − S2 + 2(J2 + S2 − L2)

]
J ·B

= −µB
~

1

2

3J2 − L2 + S2

|J|2 J ·B . (6.34)

E a energia é,

∆Ezee(B) =

〈
µB
~

(
1 +

J(J + 1)− L(L+ 1) + S(S + 1)

2J(J + 1)

)
Ĵ · B̂

〉
(6.35)

= −µB
~
gJ〈ĴzBz〉 = −µBgJmJBz ,
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introduzindo o fator de Landé

gJ ≡ 1 +
J(J + 1) + S(S + 1)− L(L+ 1)]

2J(J + 1)
. (6.36)

Esse expressão descreve o efeito Zeeman anômalo, para o qual S 6= 0. Para o efeito Zeeman
normal, para o qual o spin é zero, achamos de volta gJ = 1.

Figura 6.2: Acoplamento dos momentos angulares para o efeito (a) Zeeman normal, (b) Zeeman
anormal, (c) Paschen-Back, (d) Zeeman da estrutura hiperfina e (e) Paschen-Goudsmith.

6.2.1.3 Efeito Paschen-Back

Um campo magnético externo muito forte (> 1 T), tal que Vls � Vzee(B), pode quebrar o
acoplamento L · S. Ambos os spins L e S agora se acoplam separadamente ao campo,

Vpb(B) = −µB
~

(L + 2S) ·B , (6.37)

tal que,
∆Epb(B) = −µB(mL + 2mS)Bz . (6.38)

Isso é o efeito Paschen-Back.

6.2.1.4 Campos magnéticos intermediários

As derivações que fizemos até agora se concentraram em situações simples bem descritas por
CCOCs em vários esquemas de acoplamento. Os hamiltonianos Vls e Vzee(B) nestes CCOCs
são descritos por matrizes diagonais. No entanto, em regimes intermediários entre Zeeman e
Paschen-Back, Vls ' Vzee(B), geralmente não é posśıvel achar uma representação diagonal.

Para calcular o espectro energético em regimes intermediares devemos, portanto, determinar
todas as componentes da matriz

Vls + Vzee(B) = ξ(r)L̂ · Ŝ +
µB
~

(L̂ + 2Ŝ) . (6.39)

Utilizando L̂± ≡ L̂x ± iL̂y e Ŝ± ≡ Ŝx ± iŜy, podemos facilmente reescrever a energia na forma
seguinte,

Vls + Vzee(B) = ξ(r)
(
L̂zŜz + 1

2 L̂+Ŝ− + 1
2 L̂−Ŝ+

)
+
µB
~

(L̂ + 2Ŝ) ·B . (6.40)

Esse operador age sobre os estados não acoplados,

∆Els + ∆Ezee(B) = 〈L′m′L;S′m′S |ξnl(L̂zŜz + 1
2 L̂+Ŝ− + 1

2 L̂−Ŝ+) + µB(L̂z + 2Ŝz)Bz|LmL;SmS〉
= ~2ξnl

(
mLmSδmL,m′LδmS ,m

′
S

+ 1
2L+S−δmL,m′L−1δmS−1,m′S

+ 1
2L−S+δmL−1,m′L

δmS ,m′S−1

)

+ ~µB(mL + 2mS)BzδmL,m′LδmS ,m
′
S
, (6.41)
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com as abreviações L± ≡
√
L(L+ 1)−mL(mL ± 1). As energias agora são os auto-valores

dessa matriz. O fator ξnl é geralmente determinado experimentalmente deixando Bz = 0. Vide
Exc. 6.3.2.3.

6.2.2 Efeito Zeeman da estrutura hiperfina

Quando a interação com o campo magnético é comparável com as interações hiperfinas, mas
muito mais fraco do que as interações finas, os campos não perturbem o acoplamento entre o
momento eletrônico total J e o spin do núcleo I. Portanto, J, I, F, e mF são números quânticos
bons. Nesse caso, o potencial de interação fica

Vhfs + Vzee(B) = Vhfs − µF ·B . (6.42)

tal que,
∆Ehfs + ∆Ezee(B) ' ∆Ehfs + µBgFmFBz . (6.43)

O desdobramento dos estados eletrônicos com o momento F em 2F +1 subńıveis mF = −F, .., F
é chamado efeito Zeeman da estrutura hiperfina. O fator de Landé gF para o estado F é calculado
similarmente como o fator gJ do efeito Zeeman da estrutura fina 5.

6.2.2.1 Efeito Paschen-Back da estrutura hiperfina

Quando a interação com o campo magnético excede a interação hiperfina, o spin nuclear I
se desacopla do momento total J, é ambos acoplam separadamente com o campo magnético
externo. O efeito Zeeman da estrutura hiperfina se transforma estrutura hiperfina de efeito
Zeeman, também chamada de efeito Paschen-Back da estrutura hiperfina ou efeito Paschen-
Goudsmith. Podemos diagonalizar o potencial numa base, onde I,mI , J, e mJ são números
quânticos bons, e obtemos

Vhfs + Vzee(B) = Vhfs − (~µJ + ~µI)B ≈
AJ
~2

J · I + ~µJB (6.44)

=
AJ
~2

(
J · B

B

)
B

B
·
(

I · B
B

)
B

B
+ µBgJmJB

= AJJzIz + µBgJmJB = AJmJmI + µBgJmJB .

Aqui projetamos o momento angular J e o spin I separadamente sobre a direção do campo
magnético. O reacoplamento do estado |FmF 〉 para |mImJ〉 em campos magnéticos fortes é
descrito por

|FmF 〉 =
∑

mI+mJ=mF
CFmFmImJ |mImJ〉 . (6.45)

Sabendo o fator de intervalo, é posśıvel calcular o deslocamento Zeeman da estrutura hiper-
fina em campos magnéticos intermediários entre os regimes Zeeman e Paschen-Back. Para isso,
devemos determinar todas as componentes da matriz Vhfs +Vzee(B) e calcular os autovalores.6

6.2.3 Efeito Stark

Campos elétricos interagem com os elétrons do átomo,

V̂stark = −ed̂ · E . (6.46)

5Vide Sec. 1.3.2 na apostila do curso Óptica Atômica do mesmo autor.
6Nota, que a bem-conhecida formula de Breit-Rabi só vale, quando um dos spins é 1/2.
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Figura 6.3: Acoplamento spin-órbita.

Isso é o efeito quadrático de Stark. A teoria de perturbação estacionária TPIT dá,

〈ψ(0)
n | − d · E|ψ(0)

n 〉 = eEz ·
∫ ∞

−∞
z|ψ(0)

m |2d3r = 0 . (6.47)

Isso só vale, quando os estados não são degenerados em l. Quando são degenerados, o que é
o caso do hidrogênio, a primeira ordem de perturbação dá um valor. É o caso do efeito Stark
linear. Em geral, não tem degenerescência, e temos o efeito Stark quadrático,

|ψ(1)
n 〉 = |ψ(0)

n 〉+ eEz
∑

m 6=n

〈ψ(0)
m |z|ψ(0)

n 〉
Em − En

. (6.48)

e

〈ψ(1)
n | − d · E|ψ(1)

n 〉 = e2E2
z

∑

m 6=n

|〈ψ(0)
m |ẑ|ψ(0)

m 〉|2
Em − En

. (6.49)

Para simplificar os elementos da matriz, utilizamos o teorema de Wigner-Eckart

|〈J ′m′J |ẑ|JmJ〉|2

|〈J ′||ẑ||J〉|2
=

1

2J ′ + 1

(
J 1 J ′

mJ q −m′J

)
. (6.50)

Aqui a expressão 〈J ′||ẑ||J〉, que se chama elemento da matriz irreduźıvel, não depende mais do
número quântico magnético.

Com [ẑ, Ĵz] = 0, o que foi mostrado no Exc. 4.3.1.2 achamos,

0 = 〈J ′m′J |[ẑ, Ĵz]|JmJ〉 = (mJ −m′J)〈J ′m′J |ẑ|JmJ〉 . (6.51)

Isso significa que para mJ 6= m′J , os elementos da matriz 〈J ′m′J |ẑ|JmJ〉 devem desaparecer.
Portanto, a matriz é diagonal em mJ e o número quântico q no coeficiente de Clebsch-Gordan
deve estar q ≡ 0. Consideramos transições dipolares com |J − J ′| ≤ 1,

(
J 1 J + 1
mJ 0 −mJ

)
=

(J + 1)2 −m2
J

(2J + 1)(J + 1)
, (6.52)

(
J 1 J
mJ 0 −mJ

)
=

m2
J

J(J + 1)
,

(
J 1 J − 1
mJ 0 −mJ

)
=

J2 −m2
J

J(2J + 1)
.

Estados com os mesmos |mJ | levam até o mesmo efeito quadrático de Stark

∆E ∼ A+B|mJ |2 . (6.53)

Os fatores A e B dependem do número quântico principal n e também de L, S, J . Além disso,
dependem da distancia para todos os ńıveis contribuintes, por causa do denominador. Só os
ńıveis com paridade diferente (−1)L contribuem. Vide Exc. 6.3.2.4, 6.3.2.5, 6.3.2.6 e 6.3.2.7.
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6.2.4 Regras de seleção para emissão em certas direções

Transições dipolares elétricas são excitadas por perturbações do tipo Stark,

V̂stark = −ed · E , (6.54)

onde E = E0 cos(k · r − ωt) é o campo elétrico de uma onda oscilatória eletromagnética com a
polarização E0. Com d = ezêz, para determinar quais transições dipolares são posśıveis, devemos
olhar para a matriz 〈J ′m′J |ẑ|JmJ〉. Aplicando o teorema de Wigner-Eckart (6.50), já é posśıvel
determinar, entre quais números quânticos magnéticos mJ e m′J transições podem ocorrer.

Podemos comparar as amplitudes das várias transições entre estados |mJ〉 e |m′J〉 através
dos coeficientes de Clebsch-Gordan (vide Exc. 6.3.1.4). Transições só são posśıveis entre estados
para os quais o coeficiente de Clebsch-Gordan correspondente não desaparece. Isso se chama
regra de seleção. Para transições dipolares existem essas regras de seleção,

∆J = 0,±1 mas (J = 0)→ (J = 0) está proibido (6.55)

∆mJ = 0,±1 mas (mJ = 0)→ (mJ = 0) está proibido quando ∆J = 0 .

Além disso, para acoplamento L · S,

∆S = 0,∆L = 0,±1 e para o elétron fazendo a transição ∆l = ±1 . (6.56)

Em presencia de um campo magnético forte (regime de Paschen-Back) quebrando o acoplamento
L · S as regras de seleção são,

∆mS = 0,∆mL = 0,±1 . (6.57)

Para acoplamento j · j,
∆j = 0,±1 para um elétron e ∆j = 0 para todos os outros . (6.58)

Para todos transições dipolares a paridade deve mudar entre par e impar.7

6.3 Exerćıcios

6.3.1 Estrutura fina e hiperfina

6.3.1.1 Ex: Átomo de hidrogênio

Considere uma part́ıcula de massa µ descrita pelo hamiltoniano H = − ~2
2µ∇2 +V (r) + ξ(r)L ·S,

sendo V (r) um potencial central, L e S os seus momentos angulares orbitais e de spin. Obtenha
as relações de comutação [L, H], [S, H] e [L + S, H] quando consideramos ou não a interação
spin-órbita ξ(r)L · S introduzido via correções relativ́ısticas.

7As taxas de transição entre os subńıveis Zeeman são ponderadas pelos coeficientes de Clebsch-Gordon seguinte
o teorema de Wigner-Eckardt. As taxas de excitação sob a influencia de um campo de luz dependem também
da orientação relativa da polarização do laser e do campo magnético. Para tomar em conta dessa dependência,
decompomos o vetor de polarização numa base de coordenadas definidas por

ê3 =
B

B
, ê2 =

ê3 × ĝ

|ê3 × ĝ| , ê1 =
ê2 × ê3

|ê2 × ê3|
, (6.59)

onde ĝ marca uma direção arbitraria, por exemplo da gravidade. A amplitude relativa das transições ∆mJ = 0
está proporcional á projeção do vetor de polarização no eixo do campo magnético, ζπ = (ε̂ · ê3)2. Para estimar a
amplitude das transições ∆mJ = ±1, devemos projetar sobre as coordenadas

ê± = 1√
2
(ê1 ∓ iê2) , (6.60)

e obtemos ζσ± = (ε̂·ê±)2. Agora basta fixar um campo magnético, e escolher uma intensidade I e uma polarização
(que pode ser eĺıptica) para o laser.
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Figura 6.4: Descrição clássica do efeito Zeeman normal.

6.3.1.2 Ex: Ginástica de operadores do momento angular

Considere o problema da adição do momento angular orbital l e de um spin 1/2. Obtenha os
2l+ 1 estados |l+ 1/2,mj〉, além dos 2l estados |l− 1/2,mj〉 (que constituem uma base comum
aos operadores l21, s2

2, j2, jz), expandidos na base |m, ε〉 dos autoestados dos operadores l2, s2,
lz, sz Você pode simplificar o procedimento derivando duas relações de recorrência das quais
decorrem os estados desejados.8

6.3.1.3 Ex: Ginástica de operadores do momento angular

Determine para os estados S1/2 e P3/2 de um átomo com o spin núclear I = 3/2 com acoplamento

hiperfino Ĵ · Î como os autoestados da base acoplada se expandem na base desacoplada. Não
consideramos campo magnético externo.

6.3.1.4 Ex: Expansão do momento angular acoplado numa base desacoplada

a. Consideramos o átomo de 87Rb que tem o momento angular nuclear I = 3/2. Quais são
os estados hiperfinos F posśıveis resultando de um acoplamento de I com o momento angular
eletrônico total do estado fundamental 2S1/2? Quais são os sub-estados Zeeman posśıveis dos
F?
b. Quais são os estados hiperfinos F ′ posśıveis resultando de um acoplamento de I com o
momento angular eletrônico total do estado excitado 2P3/2, F ′ = 2? Quais são os sub-estados
Zeeman posśıveis dos F ′?
c. Uma transição entre um estado hiperfino fundamental e um estado hiperfino excitado pode ser
descrita por um acoplamento do momento angular total F com o momento angular do fóton κ
formando o momento angular do estado excitado F ′. Para ver isso, consideramos agora os ńıveis
F = 1 e F ′ = 2. Expande o momento angular acoplado |(F, κ)F ′,mF ′〉 = |(1, 1)2,mF ′〉 numa
base desacoplada para cada valor de mF ′ posśıvel. Utilize a tabela na Fig. 4.4 para determinar
os coeficientes de Clebsch-Gordan.
Note bem: Os Clebsch-Gordans comparam só as forças das transições entre vários sub-estados
Zeeman do mesmo par (F, F ′). Para comparar as forças entre diferentes pares (F, F ′) é preciso
calcular os coeficientes 6j.

8Veja Cohen-Tannoudji, Vol.2, Complemento A X.
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6.3.2 Interação com campos externos

6.3.2.1 Ex: Eixo de quantização

O efeito Zeeman pode ser descrito em várias maneiras dependendo da escolha do eixo de quan-
tização. Considere um campo magnético B = Bxêx e calcule o hamiltoniano de interação
V (B) = −~µJ ·B
a. escolhendo o eixo de quantização êx na direção do campo magnético,
b. escolhendo o eixo de quantização êz perpendicular à direção do campo magnético.

6.3.2.2 Ex: Eixo de quantização

Escolhendo o eixo de quantização fixo êz e um campo magnético B em direção arbitrária calcule o
hamiltoniano de interação Zeeman com um momento angular J = 1 e mostre, que o deslocamento
de energia só depende do valor absoluto |B|.

6.3.2.3 Ex: Efeito Zeeman

Considere o átomo de hidrogênio imerso num campo magnético uniforme, descrito pelo hamil-
toniano Ĥ = Ĥ(0) + Ĥ(1), sendo Ĥ(0) = p̂2/2m + V (r) e H(1) = −(µB/~)L̂ ·B desprezando o
spin.9

a. Dada a função inicial, |ψm(0)〉 = cosα|φ000〉+ sinα|φ210〉, obtenha a sua forma no tempo t.
b. Calcule o valor médio 〈D〉m(t) = 〈Ψm(t)|D|Ψm(t)〉 do operador dipolo elétrico do átomo
D = qr.
c. Analise as frequências e polarizações da radiação emitida a partir da transição dos estados
excitados |φ21m〉 para o estado fundamental.

6.3.2.4 Ex: Efeito Stark

Derive as Eqs. (6.52) à partir da formula dada na nota de rodapé da Seç. 4.2.2.

6.3.2.5 Ex: Efeito Stark

Considere o átomo de hidrogênio imerso num campo elétrico uniforme E aplicado ao longo da
direção êz. O termo que corresponde a esta interação no hamiltoniano total é H(1) = −eEz.
Para campos elétricos t́ıpicos, produzidos em laboratório, a condição H(1) � H0, que permite
a aplicação da TPIT, é satisfeita. O efeito da perturbação H(1) denominado efeito Stark, é a
remoção da degenerescência de alguns dos estados do átomo de hidrogênio. Calcule o efeito
Stark para o estado n = 2 do átomo de hidrogênio.

6.3.2.6 Ex: Duas part́ıculas

Considere um sistema de duas part́ıculas, de massas µ1 e µ2, submetidas a um potencial central
V (r) e a uma energia potencial de interação V (|r1−r2|) que depende apenas da distancias entre as
part́ıculas. O hamiltoniano do sistema na representação de interação éH = H1+H2+V (|r1−r2|),
com H` = − ~2

2µ`
∇2
` + V (r`), ` = 1, 2, ... Mostre que os momentos angulares individuais L` não

são, em geral, constantes de movimento, diferentemente do momento angular total L = L1 +L2.

9Veja Cohen-Tannoudji, Complemento D VII
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6.3.2.7 Ex: Acoplamento de dois elétrons

Considere um sistema de dois elétrons. Mostre que o operador (hJ/~2)̂s1 · ŝ2 distingue os
estados tripletos do singleto. Considere agora, que os elétrons sejam expostos à um campo
magnético B aplicado na direção êz, de forma que adquiram as energias de interação com o
campo (µBB/~)(g1ŝ1z + g2ŝ2z).
a. Obtenha a matriz associada ao hamiltoniano total e demonstre que no regime hJ � µBB, a
representação que privilegia o momento total é mais adequada.
b. Mostre que no regime hJ � µBB, é conveniente a utilização da representação que privilegia
as componentes do momento total.
c. Trata o regime intermediário hJ ' µBB.
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Caṕıtulo 7

Átomos de múltiplos elétrons

7.1 Interação intereletrônica

7.1.1 Simetrização de bosons e fermions

A mecânica quântica deve ser formalizada de tal maneira, que não prevê resultados permi-
tindo distinguir part́ıculas idênticas. No entanto, matematicamente é necessário identificar uma
part́ıcula com uma função de onda; por exemplo, ψa(x1) seja a função de onda a da part́ıcula 1
e ψb(x2) a função de onda b da part́ıcula 2. Na ausência de interações, a função de onda total,
Ψ = ψa(x1)ψb(x2), resolve a equação de Schrödinger de duas part́ıculas. Agora, trocando as
coordenadas das part́ıculas obtemos um estado diferente Ψ′ = ψa(x2)ψb(x1). Isso erradamente
sugere que a função de onda de uma part́ıcula joga o papel de uma ”alma”atras do conjunto de
números quânticos caracterizando a part́ıcula. Porque isso representa um problema, podemos
ver no seguinte exemplo.

Consideramos um sistema de duas part́ıculas sem spin não-interagindos num poço de poten-
cial infinito. A função de onda total é

Ψ(1,2) ≡ ψa(x1)ψb(x2) = C cos
naπx1

L
cos

nbπx2

L
(7.1)

com a energia

Ea,b =
π2n2

a

2mL2
+

π2n2
b

2mL2
. (7.2)

1 Para quantidades observáveis, como P (1,2) = |Ψ(1,2)|2, precisamos garantir, P (1,2) = P (2,1),
isto é,

C2 cos2 naπx1
L cos2 nbπx2

L = C2 cos2 naπx2
L cos2 nbπx1

L , (7.3)

mas isso não é válido para x1 6= x2.
Precisamos construir a função de onda total de outra maneira. Utilizamos combinações

lineares de Ψ(1,2),

ΨS,A ≡ 1√
2
(Ψ(1,2) ±Ψ(2,1)) = 1√

2
[ψa(x1)ψb(x2)± ψa(x2)ψb(x1)] . (7.4)

1Quando na = nb, temos

Ψ(2,1) = ψa(x2)ψb(x1) = Ψ(1,2) e Ea,b = Eb,a .

Também sabemos, que os estados são ortogonais, pois∫
Ψ∗(1,2)Ψ(2,1)dx1dx2 =

∫
ψ∗a(x1)ψ∗b (x2)ψa(x2)ψb(x1)dx1dx2

=

∫
ψ∗a(x1)ψb(x1)dx1

∫
ψ∗b (x2)ψa(x2)dx2 = δna,nb .

109
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Essa função de onda simetrizada (ou anti-simetrizada) represente um truque para erradicar a
”alma”das part́ıculas. Pois, sob intercâmbio de part́ıculas descrito pelo operador Pxψa(x1)ψb(x2) ≡
ψa(x2)ψb(x1), as funções (anti-)simetrizadas se comportam como,

PxΨS,A = ±ΨS,A enquanto PxΨ(1,2) = Ψ(2,1) 6= ∓Ψ(1,2) . (7.5)

A função (anti-)simetrizada resolve a equação de Schrödinger, também. Como [Ĥ,Px] = 0,
podemos dizer, que o sistema tem a simetria de intercâmbio ou degenerescência de intercâmbio.
das part́ıculas. Observáveis como Ψ∗S,AΨS,A ficam conservadas,

|ΨS,A|2 = 1
2

[
|ψa(x1)ψb(x2)|2 + |ψa(x2)ψb(x1)|2

]
(7.6)

± 1
2 [ψ∗a(x1)ψ∗b (x2)ψa(x2)ψb(x1) + ψ∗a(x2)ψ∗b (x1)ψa(x1)ψb(x2)] .

Para x1 = x2, observamos,

|ΨS,A|2 = |ψa(x)ψb(x)|2 ± |ψa(x)ψb(x)|2 . (7.7)

Isto é, para um sistema simétrico, a probabilidade de encontrar dois part́ıculas no mesmo lugar
é dobrada, enquanto para um sistema anti-simétrico, essa probabilidade é zero.

Wolfgang Pauli mostrou que o caracter (anti-)simétrico é relacionado ao spin das part́ıculas.
Part́ıculas com spin inteiro chamado bosons devem ser simetrizadas. Part́ıculas com spin semi-
inteiro chamado fermions devem ser anti-simetrizadas. Elétrons são fermions. Por isso, num
átomo, eles não podem ficar no mesmo estado (no mesmo lugar), mas devem se repartir em uma
camada complicada de orbitais.

7.1.2 O prinćıpio de Pauli

Dois elétrons com spins anti-paralelos podem ser separados em campos magnéticos inomogêneos,
mesmo se eles estão inicialmente no mesmo lugar. Portanto, eles são distingúıveis e a função de
onda não precisa ser anti-simétrica. Mas si trocamos o spin junto com a posição, as part́ıculas
devem ser indistingúıveis. Isso deve ser tomado em conta na função de onda atribuindo uma
coordenada dedicada ao spin, ψa(x1, s1). O operador de intercâmbio deve, agora, ser generali-
zado,

Px,sΨ(1,2) = Px,sψa(x1, s1)ψb(x2, s2) = ψa(x2, s2)ψb(x1, s1) = Ψ(2,1) . (7.8)

Supomos agora, que os elétrons não só não interagem entre eles, mas também não existe
interação entre a posição e o spin de cada elétron. Isto é, vamos descartar o acoplamento
l · s.2 Podemos então escrever a função total de onda de um elétron como produto de uma
função espacial, ψ(x), e uma função de spin, χ(s) = α ↑ +β ↓, onde α e β são amplitudes de
probabilidade de encontrar o elétron no estado de spin respetivo, tal que

ψ(x, s) = ψ(x)χ(s) . (7.9)

Para duas part́ıculas, a função de spin total é,

X(1,2) = χa(s1)χb(s2) . (7.10)

A versão (anti-)simetrizada é

XS,A = 1√
2
(X(1,2) ±X(2,1)) = 1√

2
[χa(s1)χb(s2)± χa(s2)χb(s1)] . (7.11)

2Caso que tem acoplamento l·s, a função de onda total não pode ser escrito como produto das funções espaciais
e de spin, mas de qualquer jeito deve ser anti-simétrica.
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Como só tem duas orientações para os spin, existem quatro possibilidades para distribuir os
spins ↑ e ↓ para as funções χa,b(s1,2),

XS =





↑↑ = χ1,1
1√
2

(↑↓ + ↓↑) = χ1,0

↓↓ = χ1,−1

e XA = 1√
2

(↑↓ − ↓↑) = χ0,0 (7.12)

Para a função de onda total, que deve ser anti-simétrica para elétrons, existem duas possibili-
dades,

ΘA =





ΨSXA = 1
2

(
Ψ(1,2) + Ψ(2,1)

) (
X(1,2) −X(2,1)

)
= 1√

2
[ψa(x1)ψb(x2) + ψa(x2)ψb(x1)]χ0,0

ΨAXS = 1
2

(
Ψ(1,2) −Ψ(2,1)

)
(X(1,2) +X(2,1)) = 1√

2
[ψa(x1)ψb(x2)− ψa(x2)ψb(x1)]




χ1,1

χ1,0

χ1,−1

.

(7.13)
Isto é, os dois elétrons podem estar num estado tripleto com a função de onda de spin anti-
simétrica, ou num estado singleto com a função de onda de spin simétrica 3

Como generalizar esses considerações para N elétrons? As funções de onda simetrizadas
contem todas as permutações da etiquete ”alma”, a função de onda (anti-)simetrizada é obtida
á partir da determinante de Slater,

ΘA = 1
N ! detψak(xn) = 1

N !

∣∣∣∣∣∣∣

ψa1(x1) · · · ψa1(xN )
...

. . .
...

ψaN (x1) · · · ψaN (xN )

∣∣∣∣∣∣∣
. (7.14)

Essa função satisfaz

Px,sΘA,(1,..,i,j,..,N) = ΘA,(1,..,j,i,..,N) . (7.15)

A determinante de Slater é zero, quando tem dois conjuntos de números quânticos idênticos, ai =
aj . Por exemplo, para dois elétrons numa camada eletrônica, {ni, li,mi, si)} = {nj , lj ,mj , sj)}.
Isso é o prinćıpio forte de exclusão de Pauli. Funções de onda simetrizadas se aplicam á bosons,
funções de onda (anti-)simetrizada á fermions. O prinćıpio fraco de exclusão de Pauli (em geral
suficiente para considerações qualitativas) diz, que dois fermions não podem ocupar a mesma
região no espaço. Isto é, a onda de Broglie deles interfere destrutivamente, como se o prinćıpio
de Pauli exercesse uma interação repulsiva sobre as part́ıculas. O problema é uma consequência
da dualidade onda-part́ıcula. Quando dois part́ıculas se encontram, é realmente a natureza de
onda que governa o encontro.

7.1.3 Hélio

Para tratar o átomo de hélio podemos, como primeiro chute, descrever o átomo com o modelo
de Bohr, assumindo elétrons independentes,

E = E1 + E2 = (−13.6 eV)Z2

(
1

n2
1

+
1

n2
2

)
. (7.16)

3Na imagem acoplada, o spin total S = s1 + s2 pode ter os valores seguintes S = |s1 − s2|, .., s1 + s2 = 0, 1.
No caso S = 0 o número quântico magnético só pode ter um valor (singleto), mS = 0. No caso S = 1 ele pode
ter três valores mS = −1, 0,+1 (tripleto) (vide Exc. 6.3.2.7).
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Figura 7.1: Nı́veis do hélio. Note que o estado (1s)↑↑ não existe.

O estado fundamental reúne os dois elétrons no estado fundamental, isto é, (1s)2. A energia
de ionização medida para o primeiro elétron é 24.6 eV, para o segundo 54.4 eV. A energia
menor do primeiro é devido á blindagem do núcleo pelo segundo. Portanto, a energia de ligação
total dos dois elétrons é −79eV. Isso é consideravelmente menor do que a energia do estado
fundamental, E = −108.8 eV previsto pelo modelo de Bohr. Vide Exc. 7.3.1.1.

Vamos agora investigar os estados excitados do hélio. Os primeiros vão ser aqueles onde
somente um elétron está excitado, o outro ficando no estado fundamental, (1s)1(2s)1 e (1s)1(2p)1.
A energia do elétron na camada n = 2 é menor do que previsto pelo modelo de Bohr com Z = 2
por causa da interação com o outro elétron. Também, os ńıveis (2s) e (2p) não são mais
degenerados, porque o potencial eletrostático não é mais coulombiano (veja Fig. ??).

Como já vimos na discussão da estrutura fina, a energia do acoplamento L · S e ∝ Z4. Para
hélio está despreźıvel, e podemos contar com um acoplamento direito dos dois spins. Como as
órbitas dos elétrons são agora diferentes, podemos construir funções de onda totais simétricas
ou anti-simétricas, é portanto, spin totais anti-paralelos ou paralelos. Quando os spins são pa-
ralelos (S = 1), a função de onda espacial é anti-simétrica, quando são anti-paralelos (S = 0), é
simétrica. Da simetria da função de onda depende a energia da interação coulombiana intere-
letrônica, pois no estado simétrico a distância média dos elétrons é muito menor do que no estado
anti-simétrico, onde a função espacial total desaparece para distância zero. Por consequência, a
configuração (1s)1(2s)1 tem dois estados com S = 0, 1, com energia ES=0 > ES=1. Da mesma
forma, todas as configurações são desdobradas. A diferencia de energias (∼ 1 eV) é considerável
e bem superior á energia da interação fina (∼ 10−4 eV). Isso explica, porque primeiro os dois
spins se acoplam para um spin total, s1 + s2 = S, antes ele acoplar-se com o momento angular
orbital total, S + L = J. Isso é o acoplamento L · S.

7.1.3.1 Transições de intercombinação

Transições entre estados singleto e tripleto são altamente proibidos, porque violam a regra de
seleção do spin, ∆S = 0. Além disso, transições entre os estados 1S0 e 3S1 são imposśıveis,
porque violam a regra de seleção do momento angular, ∆l = ±1. Como o estado tripleto
fundamental é metastável, a gente inicialmente achou que se tratava de uma forma diferente de
hélio. Isso explique o nome histórico orto-hélio em contraste com o estado singleto chamado
para-hélio.
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Podemos agora entender esse fato. Enquanto a função de onda pode ser escrito como um
produto, Θ = Ψ(x)χ(s), o carácter de simetria é conservado para as duas funções separadamente.
Os auto-valores dos operadores Px e Ps são então números quânticos bons. Mas isso só vale,
quando o acoplamento L · S é fraco. O operador elétrico dipolar de transição não age sobre o
spin (o que impede o reacoplamento S = 1↔ S = 0 por radiação E1) e também não age sobre
o carácter de simetria dos orbitais (o que impede transições ΨS ↔ ΨA).

Em prinćıpio, isso vale para cada espécie de átomos com dois elétrons de valência. Más na
realidade a influência do acoplamento L · S vai crescendo com Z, o que renda a interdição de
intercombinação mais fraco.4 Nesse caso, só o operador Px,s dá bons auto-valores.

7.1.3.2 Energia de intercâmbio

A diferencia de energia dos dois estados S = 0, 1 se chama energia de intercâmbio. Ela sai de um
cálculo de perturbação de primeira ordem. Por exemplo, para o estado (1s)1(2s)1 escrevemos
as funções de onda

ΘS,A = 1√
2

[ψ100(r1)ψ200(r2)± ψ100(r2)ψ200(r1)] · χA,S , (7.17)

onde o signo (+) vale para S = 0 e o signo (−) para S = 1. As energias são,

∆ES,A = 1
2

∫
dr3

1

∫
dr3

2Θ∗S,A
e2

4πε0|r1 − r2|
ΘS,A (7.18)

= 1
2

∫
dr3

1

∫
dr3

2

e2

4πε0|r1 − r2|
[|ψ100(r1)|2|ψ200(r2)|2 + |ψ100(r2)|2|ψ200(r1)|2]

± 1
2

∫
dr3

1

∫
dr3

2

e2

4πε0|r1 − r2|
2ψ∗100(r1)ψ∗200(r2)ψ100(r2)ψ200(r1) .

O primeiro integral é a energia de Coulomb entre os orbitais eletrônicos. O segundo integral
corresponde ás termos de interferência da simetrização e devem ser adicionados ou subtráıdos
em função do carácter de simetria.

É interessante notar, que o spin não entra diretamente no hamiltoniano do hélio, só através
do carácter de simetria da função de onda espacial,

ĤS,A =
p2

1

2m
+

p2
2

2m
+ V (r1) + V (r2) + V (|r1 − r2|)± Vexchange . (7.19)

7.2 Átomos de muitos elétrons

7.2.1 Método de Hartree-Fock

Para calcular átomos com muitos elétrons, podemos assumir que, em primeira ordem de apro-
ximação cada elétron se move independentemente dos outros, i.e. cada elétron se move dentro de
um potencial eletrostático gerado pelo núcleo e os outros Z − 1 elétrons. Resolvemos a equação
de Schrödinger para um estado produto de todas funções de onda dos elétrons. Em principio,
deveŕıamos usar funções de onda anti-simétricas, mas como primeira abordagem podemos só
respeitar o prinćıpio fraco de Pauli, isto é, atribuir um conjunto individual e único de números
quânticos para cada elétron.

4Isso é o caso do mercúrio, onde existe uma linha de intercombinação 63P ↔ 61S bem forte.
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7.2.1.1 Modelo do gás de Fermi

Consideramos um poço de potencial infinito que nós enchemos gradualmente com elétrons. O
principio de Pauli nós permite colocar no máximo dois elétrons em cada orbital,

Ψ = ψ1,↑(x1)ψ1,↓(x2)ψ2,↑(x3)ψ2,↓(x4) · .. . (7.20)

Essa função de onda total satisfaz o prinćıpio fraco de Pauli, mas obviamente não é anti-simétrica.
A aproximação é boa, quando a interação entre os elétrons é despreźıvel. Caso contrário, preci-
samos considerar os termos de energia de troca.

Esse modelo, chamado modelo do gás de Fermi, é frequentemente utilizado para descrever o
comportamento de elétrons que podem mover-se livremente dentro da banda de condutância de
um metal. Seja N o número de elétrons colocado no potencial sucessivamente enchendo todos os
orbitais de número quântico n baixo para o número máximo nmax = N/2, se cada orbital pode
aguentar dois elétrons com spins antiparalelos. Para um poço unidimensional de comprimento
L, a energia máxima, chamada de energia de Fermi é,

EF ∝
N2

L2
. (7.21)

Para um poço três-dimensional de volume V ,

EF ∝
(
N

V

)2/3

. (7.22)

7.2.1.2 Modelo de Thomas-Fermi

Mesmo se o potencial sentido pelos elétrons é bem diferente do poço três-dimensional, podemos
aproximadamente nós imaginar que o átomo é subdividido em pequenos volumes, todos enchidos
com elétrons seguinte o modelo de gás de Fermi. Disso podemos calcular a distribuição da carga
eletrônica, tal que a energia local média é homogênea e a nuvem eletrônica em equiĺıbrio. A
distribuição, em torno, serve para determinar a forma do potencial eletrostático que, quando
subdividido em pequenos volumes cheios de elétrons produz a mesma distribuição de carga. Esse
prinćıpio se chama auto-consistência.

As funções de onda (distribuições espaciais dos elétrons) determinadas por esse método
frequentemente servem como ponto inicial para o método de Hartree discutido embaixo. Uma
das predições importantes do modelo de Thomas-Fermi é que o raio médio de um átomo depende
da carga nuclear como R̄ ∝ Z−1/3.

7.2.1.3 Método de Hartree

Para calcular a maioria das propriedades de um átomo precisamos de potenciais mais reaĺısticos.
Os termos mais importantes são o potencial coulombiano entre o núcleo e os elétrons, Vncl−ele,
naturalmente sendo esférico, e os potenciais de interação entre os elétrons, Vele−ele, que tentamos
aproximar por um potencial esférico e tratar os desvios causados pela aproximação depois.
Conhecendo o efeito da blindagem do núcleo pelas cargas eletrônicas, já sabemos as assimptotas

V0 = − Ze2

4πε0r
para r → 0 e V0 = − e2

4πε0r
para r →∞. (7.23)

Um potencial efetivo, V0, constrúıdo para satisfazer esses limites serve como primeiro chute
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Figura 7.2: Potenciais coulombiano, blindado e efetivo.

para estabelecer e resolver numericamente a equação de Schrödinger para cada elétron indepen-
dentemente,

Ĥi =

(
− ~2

2m
∇2
i + V0

)
ψi(ri) = eiψi(ri) . (7.24)

Com isso calculamos todas as energias e auto-funções (só as partes radiais interessam) mini-
mizando a energia total e respeitando o prinćıpio fraco de Pauli, isto é todos os estados são
sucessivamente enchidos com elétrons. Para a função de onda total obtemos

(
N∑

i=1

Ĥi

)
ΨN = EnΨN com ΨN = ψ1 · .. · ψN e En =

N∑

i=1

ei . (7.25)

Com as auto-funções calculamos as densidades de carga. Integramos o campo para obter um
potencial que representa uma estimação melhorada para o campo eletrônico médio,

Vi ←− −
Ze2

4πε0ri
+
∑

j 6=i

∫
d3rj

e2

4πε0|ri − rj |
|ψj(rj)|2 . (7.26)

Substitúımos esse potencial na equação de Schrödinger, e começamos todo o processo de novo.
Esse método auto-consistente se chama método de Hartree. Fock melhorou esses cálculos usando
funções de onda anti-simétricas para os elétrons de valência. Esse método se chama método de
Hartree-Fock. A ideia do método de Hartree está visualizada no seguinte diagrama,
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escolhe um potencial comum V (r) para
todos elétrons, p.ex. Thomas-Fermi

↓
calcule as auto-funções ψ

(0)
i com(

−~2
2m ∆i + V0(ri)

)
ψ

(0)
i = e

(0)
i ψ

(0)
i

↓
←− ψi

nova entrada←−
↓ ↓ ↑
↓ classifica seguinte energias crescentes ei ↑
↓ satisfazendo o prinćıpio de Pauli ↑
↓ ↓ ↑
↓ calcule o potencial médio Vi agindo ↑
↓ sobre elétron i para todos i ↑
↓ Vi(ri) =

∑
j 6=i
∫

Ze
4πε0rij

|ψi(ri)|2d3rj ↑
↓ ↓ ↑
↓ calcule novos ψi com esses Vi ↑
↓

(
−~2
2m ∆i − Ze

4πε0ri
+ Vi(ri)

)
ψi = eiψi ↑

↓ ↓ ↑
−→ compare com ψi inicial

ruim−→
↓ bom

resultado

7.2.2 Modelo da camada eletrônica

Para resumir, o modelo de Thomas-Fermi permite entender a configuração eletrônica dos estados
fundamentais e fornece a base para o sistema periódico dos elementos. Nesse modelo, os elétrons
são tratados como part́ıculas independentes, de um lado formando um potencial elétrico radial
efetivo, do outro lado sendo sujeitos á esse potencial. Em vez de requer anti-simetria da função
de onda, só é necessário garantir que todos os elétrons se distinguem em pelo menos um número
quântico. As funções de átomos complexos são parecidos as funções do hidrogênio. Podemos
utilizar os mesmos números quânticos n, l, ml, e ms para cada elétron. No entanto, o potencial
radial efetivo depende muito da espécies é e bem diferente do potencial coulombiano. Portanto,
a degenerescência em l é quebrada. Em geral, os elétrons com pequenos l são ligados mais
fortemente, porque eles tem uma probabilidade maior de ser perto do núcleo, onde o potencial
é mais profundo (ver Fig. 3.6). O mesmo argumento explique, porque elétrons com pequenos
n são ligados mais fortemente. Essas observações podem ser verificadas convenientemente por
uma comparação dos ńıveis de excitação do elétron de valência dos álcalis.

7.2.2.1 O sistema periódica dos elementos

Camadas principais cheias n, l são isotrópicas. Órbitas com pequenos n vêem menos blindagem,
as órbitas deles são aproximadamente r̄n ' r̄H,n/(Z − 2). Órbitas com grandes n são blindadas,
as órbitas deles são aproximadamente r̄n ' naB. Seguinte o modelo de Bohr, as energias
em potenciais −1/r são degenerados à respeito de l. O desvio do potencial coulombiano em
comparação com essa lei, causado por blindagem em sistemas de muitos elétrons, quebra a
degenerescência é diminúı a energia consideravelmente para pequenos l. Para grandes l o termo
centrifuga domina a parte coulombiana e a diminuição é muito menor. Por exemplo, no átomo
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Figura 7.3: Comparação das energias de excitação do elétron de valência para vários átomos
alcalinos.

de sódio o orbital 3d chega à ser mais baixo do que o 4s. Ao longo do sistema periódico
dos elementos, as órbitas são consecutivamente enchidas com elétrons seguinte esses energias
deslocadas.

É importante distinguir três sequências energéticas diferentes: 1. A Tab. ?? mostra, para
um dado átomo, as órbitas excitadas do último elétron. 2. A sequência energética mostrada na
Tab. ?? dizendo em qual orbitá o próximo elétron será colocado, quando vamos para o próximo
átomo na Tabela periódica ??. 3. A sequência energética dos elétrons interiores. Enquanto para
os elétrons interiores achamos,

En,l < En,l+1 � En+1,l , (7.27)

a sequência está parcialmente invertida para o último elétron. Mas isso é essencial, porque é o
estado dos últimos elétrons que determinam a reatividade qúımica do átomo. A sequência é,

1s→ 2s→ 2p→ 3s→ 3p→ 4s→ 3d→ 4p→ 5s→ 4d (7.28)

→ 5p→ 6s→ 4f → 5d→ 6p→ 7s→ 5f → 6d→ 7p ...

Seguinte a regra de Hund o acoplamento L · S é energeticamente favorável em comparação
com o acoplamento j · j, o que significa que os spins dos últimos elétrons, isto é, os elétrons fora
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Figura 7.4: A regra de Hund.

de sub-camadas (n, l) cheias, preferem orientar os seus spins em paralelo para anti-simetrizar as
funções de onda espaciais e maximizar a distância entre os elétrons. Cada sub-camada da série
(7.28) deve ser enchida na ordem indicada antes de colocar elétrons na próxima camada.

Gases nobres têm pequenos raios, altas energias de excitação e energias de ionização. O
elétron de valência deve preencher a lacuna até números quânticos principais mais altos. Ha-
logênios têm fortes eletroafinidades. Álcalis são semelhantes ao hidrogênio e têm energias de
excitação ópticas. O estado fundamental deles 2S1/2 é determinado por um elétron de valência
só no orbital l = 0. Diferentemente do hidrogênio, as energias de excitações dependem muito
de l, pois órbitas pequenas l tem mais probabilidade na região não blindadas −Z2e2/r do em
órbitas com grandes l, quem demoram mais tempo na região blindadas −e2/r. Com a mesma
razão, energias que correspondem a maiores n são semelhantes do espectro de hidrogênio.

A estrutura de camadas inteiras dos átomos pode ser analisada por espalhamento de raios
X. Elétrons desacelerados por átomos emitem um espectro continuo chamado Bremsstrahlung,



7.2. ÁTOMOS DE MUITOS ELÉTRONS 119

mas também podem expulsar elétrons das camadas interiores. Quando um buraco é recheado
por cascatas de elétrons vindo de camadas superiores, o átomo emite um espectro de raio X
especifico (≈ 104 eV). As regras de seleção ∆l = ±1 e ∆j = ±1 desdobram as linhas in dois
em dois componentes. Espectros de raios X de elementos vizinhos no sistema periódico dos
elementos são muito parecidos, pois as camadas interiores não são blindadas com um potencial
aproximadamente ∝ Z2/r. Portanto, a dependência Z das linhas e mais ou menos ω ∝ Z2,
como previsto pelo modelo do átomo de Bohr.

7.2.3 Resumo dos graus de liberdade de um átomo

O hamiltoniano total de um único átomo se compõe da energia cinética do núcleo e dos elétrons,
de várias potenciais de interação entre o núcleo e os elétrons, de interações com vários tipos de
campos eletromagnéticos externos.

Ĥ = − ~2

2m
∇2
R +

N∑

i=1

(
− ~2

2m
∇2
ri

)
+ V (r1, s1, .., rN , sN ) + Vext . (7.29)

É claro que, com a presencia de outros átomos, outras interações podem gerar outras contri-
buições relevantes para o hamiltoniano.

As seguintes interações contribuem para o potencial V . As interações coulombianas,

Vncl−ele = −
Z∑

i=1

Ze2

4πε0|R− ri|
e Vele−ele =

Z∑

i 6=j=1

e2

4πε0|ri − rj |
, (7.30)

a antisimetria da função de onda, isto é, integrais de intercâmbio,

Vsym , (7.31)

as energias dos acoplamentos spin-órbita,

Vls = −
Z∑

i=1

1

e2m2c2

1

|R− ri|
dVcl
dri

(li · si) , (7.32)

as energias dos acoplamentos spin-spin,

Vss =

Z∑

i 6=j=1

e2

m2

[
σi · σj
|ri − rj |3

− 3
[σi · (ri − rj)][σj · (ri − rj)]

(ri − rj)5

]
, (7.33)

as energias dos acoplamentos órbita-órbita,

Vll =
Z∑

i 6=j=1

cij(li · lj) , (7.34)

interações entre o spin dos elétrons e o spin nuclear e entre o momento angular orbital dos
elétrons e o spin nuclear,

Vhfs =
A

~2
J · I , (7.35)

correções relativ́ısticas,
Vrel , (7.36)
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Além disso, campos externos estáticos deslocam os ńıveis de energia e podem influenciar o
acoplamento interno dos momentos angulares e dos spins

Vext = −d · ~E , −~µ · ~B . (7.37)

O que são os números quânticos bons depende das amplitudes relativas das interações in-
traatômicas.

Caso 1 é a estrutura fina com acoplamento L · S mais desdobramento Zeeman da estrutura
hiperfina: Vncl−ele, V r

ele−ele � V a
ele−ele, Vsym � Vls � Vhfs � VB os números quânticos são

ni, li,L,S,J,F,mF .
Caso 2 é a estrutura fina com acoplamento j · j mais desdobramento Zeeman da estrutura
hiperfina: Vncl−ele, V r

ele−ele � Vls � V a
ele−ele, Vsym � Vhfs � VB os números quânticos são

ni, li, ji,J,F,mF .
Caso 3 é a estrutura fina com acoplamento L · S mais hiperfine estructura do desdobramento
Zeeman: Vncl−ele, V r

ele−ele � V a
ele−ele, Vsym � Vls � VB � Vhfs os números quânticos são

ni, li,L,S,J,mJ ,mI .
Caso 4 é a estrutura fina com acoplamento L · S mais desdobramento Paschen-Back da estru-
tura fina: Vncl−ele, V r

ele−ele � V a
ele−ele, Vsym � VB � Vls � Vhfs os números quânticos são

ni, li,L,S,mL,mS ,mI .

Vncl−ele desdobramento em n
estrutura grossa ↓

Vele−ele desdobramento em l
↓

Vsym desdobramento em S ↘
↓ Vl s desdobramento em ji

estrutura fina Vee desdobramento em L ↓
↓ Vsym, Vele−ele desdobramento em J

VLS desdobramento em J ↙
↓

estrutura hiperfina Vhfs desdobramento em F
↓

efeito Zeeman VLS desdobramento em mF

7.3 Exerćıcios

7.3.1 Interação intereletrônica

7.3.1.1 Ex: Átomo de hélio

Compare a energia de ligação medida com a predição do modelo de Bohr considerando a interação
entre os elétrons até primeira ordem TPIT.

7.3.2 Átomos de muitos elétrons
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Figura 7.5: Tabela periódica.
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Caṕıtulo 8

Sistemas periódicos

Muitos sistemas f́ısicos tratam part́ıculas quânticas em potenciais periódicos. Exemplos são
elétrons em cristais ou átomos frios em redes ópticas. A periodicidade adiciona uma de riqueza
novos fenômenos.

8.1 O modelo de Bloch

O movimento de um elétron dentro de um cristal é dominado por um potencial V (r) espa-
cialmente periódico vindo dos átomos positivamente carregados do cristal e do campo médio
produzido pelos elétrons quase-livres,

V (r) = V (r + R) , (8.1)

onde R é um vetor conectando dois átomos arbitrariamente escolhidos da rede. Com o hamil-
toniano

Ĥ = − ~2

2m
∇2 + V (r) (8.2)

podemos escrever a equação de Schrödinger,

[Ĥ + V (r)]ψ(r) = Eψ(r) . (8.3)

Como V e ∇ são invariantes à translação Utr(R)ψ(r) ≡ ψ(r+R) por uma distância R constante,
onde o operador de translação foi definido na Eq. (1.93), temos,

ĤUtr(R)ψ(r) = EUtr(R)ψ(r) . (8.4)

Isto é, para um autovalor não-degenerado 1,

ψ(r + R) = f(R)ψ(r) . (8.5)

Esta relação vale para todos os vetores R da rede, tal que,

f(R1 + R2)ψ(r) = ψ(r + R1 + R2) = f(R1)ψ(r + R2) = f(R1)f(R2)ψ(r) . (8.6)

A relação f(R1 + R2) = f(R1)f(R2) é satisfeita pelo ansatz f(R) ≡ eik·R, onde k é um vetor
arbitrário do espaço reciproco. Obtemos o famoso teorema de Bloch,

ψk(r + R) = eik·Rψk(r) , (8.7)

1Isso também vale para autovalores degenerados escolhendo uma base adequada de autovetores.
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que representa uma condição necessária para qualquer autofunção da equação de Schrödinger
com potencial periódico.

A função de Bloch,

ψk(r) ≡ uk(r)eik·r com uk(r + R) = uk(r) , (8.8)

automaticamente satisfaz o teorema de Bloch. Isto é, a função de onda do elétron ψ é uma onda
plana eik·r modulada por uma função uk tendo a mesma periodicidade como a rede [8]. Apesar
do vetor da onda eletrônica ser arbitrário, é posśıvel (e útil) restringir o seu valor para a primeira
zona de Brillouin definida por k ∈ [−π/a, π/a] onde a é um vetor elementar da rede. A razão é,
que podemos reduzir um vetor de onda k numa função de onda ultrapassando a primeira zona
de Brillouin por um vetor G adequado da rede reciproca,

k′ = k + G , (8.9)

dando
ψk(r) = uk(r)eik·r = uk(r)e−iG·reik

′·r ≡ uk′(r)eik
′·r = ψk′(r) . (8.10)

A relação (8.8) vale para uk bem como para uk′
2.

8.1.1 Aproximação para elétrons quase-ligados

Supomos agora, que o comportamento do elétron próximo de um átomo não é influenciado por
átomos mais afastados,

ψk(r) =
∑

i∈lattice

ci(k)φ(r−Ri) . (8.11)

Isto é, negligenciamos estados de superposição do elétron em vários śıtios da rede. O átomo é
sujeito à um potencial Uat(r−Ri) localizado perto do átomo que fica na posição Ri e descrito
pela autofunção φ(r−Ri) com a energia E0,

[
− ~2

2m
∇2 + Uat(r−Ri)

]
φ(r−Ri) = E0φ(r−Ri) . (8.12)

Mesmo assim, a função ψk(r) deve satisfazer o teorema de Bloch. Isso é o caso quando ci(k) =
eik·Ri e portanto,

ψk(r) =
∑

i∈lattice

eik·Riφ(r−Ri) . (8.13)

Exemplo 13 (Ansatz para função de onda de elétrons quase-ligados): O ansatz
(8.13) satisfaz o teorema de Bloch, pois,

ψk(r+Rj) =
∑

i

eik·Riφ(r−(Ri−Rj)) = eik·Rj

∑

i

eik·(Ri−Rj)φ(r−(Ri−Rj)) = eik·Rjψk(r) .

(8.14)

Calculamos agora a energia E(k) de um elétron com o vetor de onda k inserindo a função
ψk(r) de (8.13) na equação de Schrödinger e obtemos,

[
− ~2

2m
∇2 + U(r)

]∑

i

eik·Riφ(r−Ri) = E(k)
∑

i

eik·Riφ(r−Ri) . (8.15)

2Podemos verificar isso, substituindo na expressão uk′ = uke
−iG·r r por r + R sabendo que G ·R = n2π.
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U(r) é a energia potencial do elétron ilustrada na Fig.??? junto com a energia Uat(r −Ri) de
um elétron livre.

Substituindo o termo da energia cinética de (8.15) pela energia cinética de (8.12), calculamos,

∑

i

eik·Ri [−Uat(r−Ri) + E0 + U(r)− E(k)]φ(r−Ri) = 0 . (8.16)

Agora multiplicando esta equação com ψ∗k(r) =
∑

j e
ik·Rjφ∗(r−Rj) e integrando sobre o volume

do cristal obtemos,

[E(k)− E0]
∑

i,j

eik·(Ri−Rj)

∫
φ∗(r−Rj)φ(r−Ri)dV (8.17)

=
∑

i,j

eik·(Ri−Rj)

∫
φ∗(r−Rj)[U(r)− Uat(r−Ri)]φ(r−Ri)dV .

As funções φ∗(r−Rj) e φ(r−Ri) se sobrepõem pouco, mesmo para átomos adjacentes, tal que
podemos desprezar os termos i 6= j no lado esquerdo. A soma então corresponde ao número N
de śıtios na rede. No lado direito não podemos desprezar os termos envolvendo outros śıtios,
pois mesmo se as funções de onda de śıtios adjacentes se sobrepõem pouco, a contribuição da
diferencia de potenciais |U(r)−Uat(r−Ri)| é bem menor para r = Ri do que para r = Rj . Do
outro lado, como as funções de onda φ(r −Ri) desaparecem rapidamente, quando |r −Ri| >
|Rm −Ri|, podemos nos concentrar em śıtios adjacentes (chamados de Rm),

N [E(k)− E0] =N

∫
φ∗(r−Ri)[U(r)− Uat(r−Ri)]φ(r−Ri)dV (8.18)

+N
∑

m=adjacente

eik·(Ri−Rm)

∫
φ∗(r−Rm)[U(r)− Uat(r−Ri)]φ(r−Ri)dV .

Agora supomos adicionalmente, que a autofunção φ exibe simetria radial correspondendo a
um estado s, obtemos para os autovalores da equação de Schrödinger,

E(k) = E0 − α− γ
∑

m adjacente de i

eik·(Ri−Rm) (8.19)

com α =

∫
φ∗(r−Ri)[Uat(r−Ri)− U(r)]φ(r−Ri)dV

e γ =

∫
φ∗(r−Rm)[Uat(r−Ri)− U(r)]φ(r−Ri)dV .

A interpretação é a seguinte: A combinação dos átomos numa rede produz um deslocamento
de energia α. Além disso, ela gera um desdobramento em uma banda de energias em função de
vetor de onda reduzido k...

8.1.2 Aproximação para elétrons quase-livres

Aqui supomos um potencial homogêneo agindo sobre os elétrons livres e consideramos a influ-
encia da rede periódica como pequena perturbação. O potencial periódico pode ser decomposto
em uma serie de Fourier pelos vetores G da rede reciproca,

U(r) =
∑

G

UGe
iG·r . (8.20)
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Por consequência, podemos fazer para as funções de Bloch (8.9) o seguinte chute,

ψk(r) = uk(r)eik·r com uk(r) = 1√
Vc

∑

G

uG(k)eiG·r , (8.21)

onde Vc é o volume do cristal.

Sem potencial periódico, as autofunções seriam aqueles de uma part́ıcula livre,

ψk(r) = 1
Vc
eik·r (8.22)

com as autoenergias

E0(k) = V0 +
~2k2

2m
. (8.23)

Inserindo as funções (8.20) e (8.21) na equação de Schrödinger, obtemos,

[
− ~2

2m∇2 +
∑

G′′

UG′′e
iG′′·r

]
1√
Vc
eik·r

∑

G′

uG′(k)eiG
′·r = E(k) 1√

Vc
eik·r

∑

G

uG′(k)eiG
′·r (8.24)

1√
Vc

∑

G′

[
− ~2

2m(k + G′)2 − E(k)
]
uG′(k)ei(k+G′)·r + 1√

Vc

∑

G′′

UG′′e
iG′′·r∑

G′

uG′(k)ei(k+G′)·r = 0 .

Multiplicando agora com 1√
Vc
ei(k+G)·r e integrando sobre o volume do cristal (sabendo 1

Vc

∫
Vc
eiG·rdV =

δG,0) obtemos, [
~2
2m(k + G)2 − E(k)

]
uG(k) +

∑

G′

UG−G′uG′(k) = 0 , (8.25)

para qualquer valor de G.

Para estimar a dependência das componentes de Fourier uG(k) para G 6= 0 inserimos as
autoenergias não-perturbadas na equação (8.25) somente considerando, na soma sobre G′, os
termos da primeira ordem perturbativa, isto é, aqueles contendo U0 ou u0(k),

~2

2m
[(k + G)2 − k2]uG(k)− U0uG(k) + U0uG(k) + UGu0(k) = 0 (8.26)

uG(k) =
UGu0(k)

~2
2m [k2 − (k + G)2]

. (8.27)

Como os coeficientes de Fourier UG têm, para G 6= 0, valores pequenos, a função uG(k) é não
negligenciável somente para k2 ' (k + G)2 ou seja,

−2k ·G ' |G|2 . (8.28)

Queremos agora descobrir o significado deste condição...

Para os coeficientes u0(k) e uG(k) obtemos,

[
~2
2mk

2 − E(k)
]
u0(k) + U0u0(k) + U−G(k)uG(k) = 0 (8.29)

[
~2
2mk

2 − E(k)
]
uG(k) + UGu0(k) + U0(k)uG(k) = 0 .

Disso segue, [
~2
2mk

2 + U0 − E(k)
]2

= UGU−G = 0 . (8.30)
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Como o potencial U(r) é real, U−GU∗G. Portanto, introduzindo as autoenergias E0(k) dos
elétrons livres (8.23),

E(k) = E0(k)± |UG| . (8.31)

Sob a influencia do potencial de perturbação periódico encontramos nas superf́ıcies de uma zona
de Brillouin um desdobramento de energias. O espectro energético desenvolve um gap proibido.
Podemos entender esta observação da maneira seguinte: No cristal todas ondas eletrônicas com
vetores de onda terminando numa superf́ıcie de uma zona de Brillouin são refletidas por reflexão
de Bragg. No exemplo de uma rede unidimensional entendemos, que a superposição de uma onda
incidente (k = nπ/a) com a refletida (k = −nπ/a) produz ondas estacionárias de densidade de
probabilidade eletrônica ρ sendo proporcional à ρ1 ∝ cos2 nπ/a ou ρ2 ∝ sin2 nπ/a. A densidade
de carga ρ1 é máxima no lugar do átomo do śıtio, o que corresponde a uma energia de interação
aumentada; a densidade ρ2 é mı́nima no lugar do átomo. Isso explica o desdobramento.

O modelo de Bloch consegue explicar muitas propriedades de metais, semicondutores e iso-
ladores.

8.1.3 Aplicação à redes ópticas unidimensionais

No seguinte, restringimos nós à um potencial unidimensional, V (z) = V (z+ a), agindo sobre (o
centro de massa de) átomos. Um tal potencial pode ser gerado por dois feixes de laser de onda
plana contrapropagantes com vetores de onda kL e −kL e sintonizados ao lado vermelho de uma
transição atômica. Nesta situação os átomos são atraidos aos máximos de intensidade luminosa,
os anti-nós. Portanto, podemos escrever o potencial como V (z) = −V0

2 |eikLr + e−ikLr|2 =
−V0(1 + cos 2kLz) ou, colocando K = 2kL,

V (z) = −2V0 cos2Kz . (8.32)

Na expansão de Fourier, V (z) =
∑

K UKe
iKz, este potencial corresponde aos coeficientes de

Fourier U0 = −V0 e U±K = −V0
2 . Expandimos também a função de onda em ondas planas,

ψ(z) =
∑

q cqe
iqz, e inserimos essas expansões dentro da equação estacionária de Schrödinger

Ĥψ = εψ, obtemos,
[
−~2

2m

∂2

∂z2
+
∑

K

UKe
iKz

]∑

q

cqe
iqz = ε

∑

q

cqe
iqz . (8.33)

Definindo q = k + nK, onde k ∈ [−K/2,K/2] e n ∈ Z,
[

~2
2m(nK + k)2 − V0

]
cnK+k − 1

2V0cnK+k−K − 1
2V0cnK+k+K = εcnK+k . (8.34)

Em notação matricial,
Mc = εc . (8.35)

onde a matriz fica em torno de n = ..,−1, 0,+1, ..:

M =




. . .
~2
2m(k −K)2 − V0 −1

2V0

−1
2V0

~2
2mk

2 − V0 −1
2V0

−1
2V0

~2
2m(k +K)2 − V0

. . .




com c =




...
ck−K
ck

ck+K
...




.

(8.36)
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Para potenciais rasos, V0 � ~2K2/2m, podemos desprezar os coeficientes V0 na Eq. (8.34) e
achamos,

ε ≈ ~2q2/2m . (8.37)

Do outro lado, olhando no fundo de potenciais profundos, V0 � ~2K2/2m, podemos aproximar
harmonicamente o potencial por V (z) ≈ −2V0 + m

2 ω
2z2 com ω = K

√
V0/m = ~−1

√
2V0Er.

Para este caso esperamos,
ε ≈ −2V0 + ~ω

(
n+ 1

2

)
. (8.38)

O espectro exato de autovalores ε pode ser calculado determinando numericamente os autovalores
da matriz (8.36) para a primeira zona de Brillouin, k ∈ [−K/2,K/2], e os limites de cima são
verificados.

Figura 8.1: (Linha vermelha continua) Bandas de Bloch. (Linha preta pontilha) Sem potencial,
V0 = 0. Os parâmetros são ωr = (2π) 20 kHz, ωho = (2π) 12 kHz, λL = 689 nm e V0 = 0.2~ωr.

Para estimar a largura da banda proibida, cortamos uma matriz 2× 2 dentro da matriz M
e desprezam os o seu acoplamento com as outras,

Ms =

(
~2
2m(k −K)2 − V0 −1

2V0

−1
2V0

~2
2mk

2 − V0

)
, (8.39)

com k = 1
2K. Os autovalores são ε = ~2K2

m − V0 ± V0
2 , isto é, o band gap é ∆ε = V0.

O procedimento deve ser generalizado para condensados tomando em conta a energia do
campo médio. O teorema de Bloch diz, que a equação de Schrödinger pode ser resolvida para
qualquer estado de Bloch. Estes são superposições de estados de momento de onda plana [1],

ψk(z) = eikzuk(z) , (8.40)

com uk(z) = uk(z + a).
O requerimento que ψ(z) satisfaz a equação e Schrödinger é equivalente à condição que c

satisfaz uma equação de autovalores. Deixe T ser a matriz dos autovetores de M e D a matriz
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diagonal dos autovalores: M = U−1DU dá DUc = εUc, tal que Uc podem ser entendidos
como autovetores.

Alternativamente, definimos dnK+k ≡ cnK+k+K/cnK+k, então Eq. (8.34) fica

dnK+k−K =
V0

~2
m (nK + k)2 − 2ε− V0(2 + dnK+k)

. (8.41)

8.2 Oscilações de Bloch

A oscilação de Bloch é um fenômeno da f́ısica do estado sólido. Se trata da oscilação de uma
part́ıcula (por exemplo, um elétron) confinado num potencial periódico (por exemplo, um cris-
tal), quando uma força constante age sobre ele. Enquanto esse fenômeno está muito dif́ıcil
observar em cristais reais devido ao espalhamento de eletrons por defeitos da rede, ele foi obser-
vado em superredes de semicondutores, em junções de Josephson ultrafinas e com átomos frios
em redes ópticas [7, 10].

Vamos primeiro mostrar um tratamento simples para elétrons sujeito à um campo elétrico
constante E. A equação de movimento unidimensional é,

~
dk

dt
= −eE , (8.42)

com a solução,

k(t) = k(0)− eE

~
t . (8.43)

A velocidade v do elétron é dada por,

v(k) =
1

~
dE
dk

, (8.44)

onde E(k) denota a relação de dispersão para uma dada banda de energia. Supõe, que essa tem
a seguinte forma (tight-binding limit),

E = A cos ak , (8.45)

onde a é o parâmetro da rede e A uma constante. Então, v(k) é dado por,

v(k) = −Aa
~

sin ak , (8.46)

e a posição do elétron por,

x(t) =

∫
v(k(t))dt = − A

eE
cos

(
aeE

~
t

)
. (8.47)

Isto mostre, que o elétron está oscilando no espaço real. A frequência das oscilações é dada por,

ωB =
ae|E|
~

. (8.48)

Átomos neutros numa rede podem ser acelerados por gravitação. Neste caso, simplesmente
substitúımos a força elétrica −eE no cálculo acima pela força gravitacional mg, e obtemos o
resultado,

ωB =
mgλL

2~
, (8.49)
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com o comprimento de onda do laser retrorefletido λL = 2a fazendo a onda estacionária.
To trace the matter wave dynamics, we start from the time-dependent Schrödinger equation

with the same periodic potential. We now expand the time-dependent wave function into plane
waves. Inserting this ansatz into Schrödinger equation, one obtains a set of equations for the
expansion coefficients cn, which can be simulated on a computer.

Now, we additionally allow for an external force, whose potential can be added to the
Schrödinger potential. The additional term can be remove by a transformation into a mo-
ving frame, which modifies the equations of motion for the momentum population amplitudes
cn. particle at rest in a standing light wave sujeito a força externa,

i~
∂ψ̂

∂t
= − ~2

2m

∂2ψ̂

∂x2
+

~W0

2
sin(2klx)ψ̂ −mgxψ̂ (8.50)

The additional term containing the Bloch oscillation frequency νb increases linearly in time.
As time goes on, a resonance is crossed at t = −nτb, and the crossing is periodically repeated
at each n = −1,−2, 0... By plotting the matter wave momentum in the lab frame, we see
that, every time the resonance is crossed, the momentum suffers an inversion corresponding
to a reflection of its motion. expand into plane (Bloch) waves with |cn(t)|2 momentum state
population [12, 13],

ψ̂(x, t) =
∞∑

n=−∞
cn(t)e2inklx · eimgxt/~ (8.51)

transform into moving frame, time-dependent solution with the usual recoil frequency ωr =
~k2l
2m

and
νb =

g

ωr
. (8.52)

the equation of motion now reads,

dcn
dt = −4iωr(n+ νbt)

2cn + W0
2 (cn+1 − cn−1) (8.53)

center-of-mass momentum
〈p〉lab =

∑

n

n|cn(t)|2 + νbt (8.54)

Figura 8.2: Dinâmica de ...

Here is another pictorial representation of the Bragg reflection process. The request of
commensurability of the de Broglie and optical wavelengths is equivalent to saying, that the
momentum of the matter wave equals the single photon recoil momentum. Or in other words,
the matter wave is at the edge of a Brillouin zone. Indeed, the free particle dispersion relation
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is distorted due to the periodicity of the standing wave potential, such that a band gap opens.
As a consequence, instead of being accelerated without limits, the atom is enters the second
Brillouin zone, which is equivalent to say that it’s reflected to the other side of the Brillouin
zone.

But what do we actually mean, when we say the matter wave interacts with the standing
light wave? Well, this requires that the atom has an internal transition able to scatter photons
from the light beams. As any absorption and emission process transfers a recoil momentum
to the atom, we can picture the process as a Raman process: A photon is absorbed from the
left-going laser beam and reemitted into the right-going. This transfers twice the 1-photon recoil
momentum to the atom, which explains the Bragg reflection.

Of course, there are some conditions that need to be satisfied in order to observe Bloch
oscillations. The momentum transfer is efficient in the adiabatic rapid passage (ARP) regime
characterized by the conditions 2(νb/ωr) � (W0/4ωr)

2 � 16. The first condition can then
be read as the force driving the atoms to perform Bloch oscillations should be weak enough
to prevent interband transitions, which ensures the adiabaticity of the process. The other
condition requires the optical lattice to be sufficiently weak, so that the dynamics involves only
two adjacent momentum states at a time and the transfer between the two is successful.

Figura 8.3: Dinâmica de ...

8.2.1 Funções de Wannier

Para aprender sobre o tunelamento Landau-Zener, as escadas de Wannier consultar [6, 16].
Resolva o Exc. 8.3.1.1.

8.2.2 Perspectivas: Redes ópticas três-dimensionais e o isolador de Mott

8.3 Exerćıcios

8.3.1 Sistemas periódicos

8.3.1.1 Ex: Aproximação gaussiana para função de Wannier

Considere uma onda estacionaria de luz produzindo um potencial dipolar da forma V (x) =
W0 sin2(kx) = W0

2 − W0
2 cos 2kx com W0 � Er = (~k)2/2m.
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a. Aproxima o potencial de um único śıtio em torno de x = 0 por um potencial harmônico.
b. Calcule para qual profundidade do potencial dipolar o potencial aproximado suporta pelo
menos um estado ligado.
c. Calcule o espaçamento dos ńıveis e o comprimento do oscilador harmônico aho.
d. Use o estado fundamental apropriadamente normalizado deste oscilador harmônico como
aproximação para a função de Wannier ω0,0(x). Assume a mesma profundidade da rede em

todas as direções de uma rede cúbica 3D. Derive a formula U3d = 8
πkad

(
W0
Er

)3/4
a partir de

U3D = g3D

∫
ω4

(0,0)(x, y, z)d
3r

com g3D = 4π~ad
m .

W0
E0

hw

(a) (b)

(c)

Figura 8.4: (a) Aproximação de um potencial periódico por um potencial harmônico. (b-c) Um
potencial periódico infinito deve ser considerado como livre ou confinante?

8.3.1.2 Ex: Perturbative treatment of a weak lattice

A weak lattice potential with V0 < Er can be treated in perturbation theory to motivate the
resulting opening of a gap in the refolded energy parabola. The unperturbed Hamiltonian
Ĥ0 = p2/2m contains only the kinetic energy and the perturbation is V (x) = V0 sin2(kx) =
1
2V0 − 1

4V0(e2ikx + e−2ikx).

a. Calculate V̂ (x)φp(x) and show that 〈φp±~k|V̂ |φp〉 are the only non-zero matrix elements of

the perturbation V (x) between the eigenstates of Ĥ0 (which are the orthonormal plane waves
φp = eipx/~). Neglect the constant term of the potential, which only yields a global energy shift.
b. This coupling is relevant around those momenta p, where φp has the same energy φp+~k or
φp−~k. Show that these momenta are p = ∓~k.
c. Consider the perturbed system restricted to the basis {|p = −~k〉, |p = +~k〉} and give the
Hamiltonian as 2x2 matrix.
d. Diagonalize the matrix and consider the difference of the eigenenergies. Use them to estimate
the size of the gap, that the lattice opens between the two lowest bands.
e. Calculate the eigenstates and interpret them by comparing the probability density to the
lattice potential.
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